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ПРЕДИСЛОВИЕ

Опыт вступительных экзаменов и математических олимпиад
(особенно в последние годы) показывает, что наиболее трудны-
ми для абитуриентов и <олимпиадников› оказываются задачи по
геометрии. Тому есть много причин - от низкого качества
учебников до плохого преподавания - их мы касатъся не будем.

В журнале <Квант› в течение многих лет публиковались
статьи, в какой-то мере восполняюшие «пробелы В 0бразовании›
будущих абитуриентов и помогающие им освоить некоторые
методы решения геометрических задач. Таких статей набралось
довольно много, они снабжены большим количеством упражне-
ний и, собранные вместе, могут послужить хорошим пособием
для поступающих в вузы.

Предлагаем вам первый из сборников статей по геометрии,
публиковавшихся в разные годы в журнале <Квант› под рубри-
кой «Практикум абитуриентам Надеемся, \гго он пригодится
всем поступающим в вузы физико-математического и техничес-
кого профиля.



ПРЯМОУГОЛЬНЬІИ ТРЕУГОЛЬНИК

С. Белый

На вступительных экзаменах по математике довольно часто
предлагаются задачи, связанные с прямоугольными треугольни-
ками. Что же нужно знать о прямоугольном треугольнике, кроме
теоремы Пифагора, чтобы успешно решать такие задачи? Об
этом и пойдет речь в настоящей статье.

Утверждение 1. Центр окружности, описанной около прямо-
угольного треугольника, совпадает с серединой гипотенузы.

Отсюда вытекает следующее соотношение:

т=К=%,

где т - длина медианы, проведенной к гипотенузе, В - радиус
описанной окружности, с - гипотенуза (см. рисунок 1 - он
поможет вам доказать это утверждение).

Это соотношение часто используется при решении задач.
Задача 1. В прямоугольном треугольнике АВС с катетами З

и 4 вершина С прямого угла соединена с серединой В гипотенуза:
АВ. Найдите расстояние между центрами окружностей, впи-
санных е треугольники АСВ и ВСП.

В силу утверждения 1 точка В - цеъггр описанной окружнос-
ти, поэтому ВА = ВС = ВВ. Следовательно, треугольники АСВ
и ВСЮ - равнобедренные (рис. 2). Центры окружностей,

А /2 В Адс/2 с

РИС- 7 Рис.2

тп ЪпҐ

5



вписанных в треугольники АСВ и ВСЮ, лежат на биссектрисах
углов АВС и ВВС . Но биссектрисы в равнобедренных треуголь-
никах являются высотами, поэтому ЕСРВ - прямоугольник, а
0,00, - прямоугольный треугольник. Следовательно, чтобы
определить 0,02, достаточно найти 0,0 и 020. Сделаем это с
помошью свойства биссектрисы внутреннего угла треугольника:
если АС = З, ВС = 4, то АВ = 5 (по теореме Пифагора). СЕ = 1,5,
СО = 2,5, ВЕ = 2, ЕО,:О,ІЭ = СЕ:СВ = 1,5:2,5, откуда БО, =
= 0,75, 0,0 = 5/4; аналогично 0,0 = 5/6 и, наконец.

0.0, = ,/0,02 + 0,02 = 5,/Т5/12.
Задача 2. Внутри прямоугольного треугольника АВС Ґ АС =

= 90°) взята точка О так, что треугольники ОАВ, ОВС и ОАС
раеновелики. Найдите ОС, если известно, что О/12 + ОВ* =
= а2(а > 0).

По условию задачи треугольники ОАВ, ОВС и ОАС равнове-
лики. Это сразу же наводит на мысль, что О - точка пересечения
медиан треугольника АВС, так как обратное утверждение хоро-
шо иэвестно. Этот факт, действительно, нетрудно доказать (от

Рис.3 Рис.4

противного) для любого треугольника. Дальнеїпние вычисления
очевидны (рис. З):

__; ›_2_ вс* _; «__;_ лс*он-3м_3,,ис2+ 4 .ов-3вв_3,[вс=+ 4 ,
_; _.2.д2..д&ос_3сс*-3 2 - 3.

од* ов2=-*ЁЁЁ-=эос2, ос= “ _+ 9 4 ПЗ
Задача 3. В прямоугольный треугольникАВС вписан квадрат

так, что две вершины его лежат на гипотенузе, а две другие -
на катетах. Радиус окружности, описанной около треугольни-
ка АВС, относится к стороне квадрата как 1З:б. Найдите
углы треугольника АВС.
6



Пусть АА = сс, сторону квадрата обозначим через а (рис. 4).
Тогда АВ = асіга + а + $311, и

асІ:5а+а+аІ:5а _і3_
2а _ 6'

откуда сІ;3а + 1:30: +1 = 13/3, ЗІ:31'а - 10і:3а +3 = 0, ов, = агсІ:33,
ад = агс±3 1/3. Но углы съ, и ов; дополняют друг друга до прямого.
Таким образом, углы треугольника АВС равны агсІ:5З, Ё,
агс±3ї-Ё-_

Утверждение 2. Высота, проведенная из вершины прямого
угла прямоугольного треугольника, делит его на два подобных
прямоугольных треугольника, каждый из которых подобен
данному.

С С
4 ,Ь

Ь а

тв, )
РИС.5 Рис_6

Из этого утверждения вытекают следующие соотношения
(обозначения см. на рисунке 5):

І:2=а'Ь', а*=а'с, Ь2=Ь'с, а1'+Ь2=с2, -'$=%;-.

Добавим к ним еще формулы для вычисления площади прямо-
угольного треугольника:

$=%аь=%сь=тп=кь.
Задача 4. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины

прямого угла С проведена высота СВ. Известно, что радиусы
окружностей, вписанных в треугольники АСВ и ВСП, равны т,
и тд. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольнике
АВС.

Согласно утверждению 2 треугольники АВС, СОВ и АСВ
подобны (рис. 6). А в подобных треугольниках радиусы вписан-
ных окружностей (как, впрочем, и любые другие соответствен-
ные линейные элементы) относятся как соопэетсгвенные сторо-
ны. Поэтому

щ = Щ: щ = ,,_
П 72 7
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Отсюда, используя теорему Пифагора, получим:

Замечание. Полученная формула г* = 1,* -1-тд* носит общий характер: для
любых соответственных линейных элементов х, у, 2 треугольников АВС,
СОВ, АСВ (рис. 6) справедливо зависимость 1* + у* = 2*.

Для доказательства :›-пэю утверждения достаточно вместо г, , г, , г
ІІОЛСТЗІІИТЬ СООТІІСГСТІІСНІІО 1, ІІ, 2.

Задача 5. В прямоугольном треугольнике проведена биссек-
триса СВ прямого угла С. Известно, что АВ = т, ВВ = п.
Найдите высоту, опущенную из вершины угла С.

Пусть х и у -_ длины проекций катетов на гипотенузу (рис. 7).
Тогда Ё = Но

Ё = АД = 1.11.
ВС ВО п

(по свойству биссектрисы). Получается система
х+у=т+ц
1 = зі
зи И* '

Найдя из этой системы х и у, по формуле із = ,/ху определим
высоту:

тп(т + п)
,І = -'Ё_'Т' .т + п

Утверждеъше 3 (обратное теореме Пифагора). Если в треу-
гольнике квадрат одной стороны равен сумме квадратов двух
других сторон, то этот треугольник прямоугольный.

Это утверждение вытекает из теоремы косинусов, в ряде
случаев оно бывает очень полезным.

Задача 6. Пусть а, Ь - катеты прямоугольного треугольни-
ка АВС, с - гипотенуза, І: - длина высоты, опущенной из
Ё



вершины С. Докажите, что треугольник со сторонами Ь, с + із,
а + Ь является прямоугольным.

Лепсо проверить, что (а+Ь)2 + 112 = (с+Ь)2, так как это
равносильно равенству аЬ = сп. Отсюда и следует утверждение
задачи.

Хорошо извеспта формула г = -'Ё (или .Ѕ` = рт), где 5 - площадь
ТРЄУГОЛЬНИКЭ., Р _ ПОЛУПСРИМЄТР, Г _ РЗДИУС ВПИСЗННОИ ОКРУЖ-

ности. Для прямоугольного треугольника радиус вписанной
окружности можно вычислять по более простой формуле:

г=е±%.
Отметим также формулу

2г + 212 = а + Ь

(последние две формулы эквивалентны). Попробуйте доказать
эти формулы самостоятельно.

Задача 7. В прямоугольном треугольнике АВС с катетами
АС = 3 и ВС = 4 проведена высота СВ. Найдите расстояние
между центрами окружностей, вписанных в треугольники
АСВ и ВСЮ.

Пусть г, и тд - радиусы окружностей, вписанных в треуголь-
ники АСВ и ВСВ соответственно (рис. 8). Тогда

0,02 = ,дп + г2)2 + (п - г2)2 = ,/112 + ті* .

Но ,/п2+1ў = г, где г - радиус окружности, вписанной в
треугольник АВС (см. задачу 4), поэтому

а@=Л.,=Л. =Л_

И, наконец, приведем еще одно утверждение, которое также
бывает полезным для решения задач.

Утверждение 4. В прямоугольном треугольнике с неравными
катетами биссектриса прямого угла делит пополам угол
между высотой и медианой, проведенными из вершины того же
угла.

Доказательство этого утверждения ясно из рисунка 9.
Задача 8. В прямоугольном треугольнике АВС длина высоты,

опущенной на гипотенузу, равна а, биссектрисы прямого угла
- Ь, Найдите площадь треугольника АВС.

9



Проведем меднану СМ (рис. 9) и положим АВСЬ = сх; тогда,
согласно утверждению 4, и ДЬСМ = ес. Далее,

созе:=%, со$2а=2со$2е1-1=%ьі,

_а _ ад*
СМ- соз2е: _ 2а2-Ь2'

Теперь можно найти площадь треугольника АВС:
_ _ _ _ = а*Ь2$-соям-со см 2а,_Ь,.

Вы, наверное, уже обратили внимание, что все рассмотренные
выше задачи решались алгебраическим методом. Это неудиви-
тельно, так как приведенные выше формулы представляют собой

Р

Д'“ Ш В

мощный арсенал для составления всевозможных уравнений.
Однако не следует думать, что все задачи на прямоугольные
треугольники решаются алгебраическн - иногда полезно пред-
варительно сделать некоторые дополнительные построения.

Задача 9. Около прямоугольного треугольника АВС описана
окружность. Расстояния от концов гипотенузы АВ до прямой,
касающейся окружности в точке С, соответственно равны т
и п. Найдите катеты АС и ВС.

Проведем высоту СВ (рис. 10) и заметим, \гго ААСВ = 4АВС=
= ААСЕ (последние два угла измеряются половиной одной и той
же дуги АС). Поэтому треугольники АБС и АВС равны (по
гипотенузе и острому углу). Следовательно, АП = АЕ = т.
Аналогично можно доказать, что ВВ = ВР = п. Теперь АС =
=«/АВ-АВ = \/т2+тп, ВС= ч/ВО-АВ = ~/п2+тп.

Упражнения
І. Из вершины прямого угла Н прямоугольного треугольника АВС

онущена высота ВО. Докажите. что ее длина ранна сумме радиусом
окружностей, вписанных п треуюльннки АВС. АНО и НСО.

10



2. Сумма катетов прямоугольного треугольника равна І. а длина высоты,
опущенной из перщины прямого угла, равна Іх. Найдите площадь треуголь-
ника.

3. Пернметр прямоугольноготреугольника АВС (ДС = 90°) равен 72, а
разность длин медианы СК и высоты СМ равна 7. Найдите площадь
11)еугольника АВС.

4. В прямоугольный треугольник АВС пнисан квадрат СЕКМ так, что
точка К лежит на гипотенузе АВ. а Е и М - на катетах. Сторона этого
квадрата относится к радиусу круга, пнисанпого п треугольник/ІВС, как (2+
+ Л ):2. Найдите углы треугольника.

5. В прямоугольном треугольнике АВС проведена бнссектриса СІ. прямо-
го угла. Из вершины А (ДА > 45') на СІ., онущен перпендикуляр АІ).
Найдите площадь треугольника АВС, если АО = а, Сї. = Ь.

6. В нрямоугольпом треугольнике АВС с острым углом 30' проведена
высота СІ) из вершины прямого угла С. Найдите расстояние между
центрами окружностей, пнисанных п треугольники АСВ И ВСП, если
меньший катет треугольника АВС ранен І.

7. В нрямоугольном треугольнике АВС (ДС = 90°) СА = 4. На катете СВ
взята точка О так, что СІ) = І. Окружность радиусом \/5/2 проходит черє-1
точки С и О и касается п точке С окружности, описанной около треугольника
АВС. Найдите площадь треугольника АВС.

8. В равпобедренный прямоугольный треугольник АВС (45 = 90")
пписан прямоугольник ММКВ так, что дне его стороны МВ и КВ лежат на
катетах, а вершина Н - на папотепузе АС. В каком о-пюшении точка Н
должна делить папотенуну, чтобы площадь прямоугольпика составляла 18%
площади треугольника?

9. В прямоугольный треугольник пписана окружность радиусом г. Радиус
окружности, касающейся піпотенузы и продолжений катетов, равен К.
Найдите длину гинотенузы. ,

10. В прямоугольном треугольнике АВС из перщины прямого угла С
проведена высота С1). Пернметр треугольника АВС равен а, а треуголытка
ВВС - Ь. Найдите нериметр треугольника АВС.



МЕҐРИЧЕСКИЕ СООТІ-ІОШЕНИЯ В ТРЕУГОЛЬІ-ІИКЕ

А.Болибрух, В. Уроев, М. Шабунин

Опыт проведения экзаменов в вузы показывает, что многие
абитуриенты не обладают достаточными навыками в решении
геометрических задач. Самые простые планиметрические задачи
порой становятся камнем преткновения даже для тех абитуриен-
тов, которые успешно справляются с вопросами по алгебре и
тригонометрии. Причем это относится не только к задачам, для
решения которых необходимо проявичъ определенную изобрета-
тельность, но и к задачам, решаемым с применением стандарт-
ных теорем и формул школьного курса, таких, как теорема
косинусов, теорема синусов, формулы площадитреугольникаи др

В настоящей статье рассматриваются задачи, в основном пред-
лагавшиеся в разные годы на вступительных экзаменах в МФТИ .
Из большого материала авторы отобрали задачи, при решении
которых используются основные метрические соотношения меж-
ду элементами треугольника.

Выпишем эти соотношения. Рассмотрим треугольник АВС и
введем следующие обозначения: а = ВС, Ь = АС, с = АВ, В -
радиус описанной около треугольника АВС окружности, г -
радиус вписанной окружности, па - длина высоты, опущенной
на сторону ВС, Ѕ - площадь треугольника. Тогда

а _ Ь _ с _-5-Ё - їїВ - -_-ЅіпС _ 23 (теорема синусов), (І)

а* = Ь* + с* - 2Ьссоз4А (теорема косинусов), (ІІ)

$=%на '(нп
.Ѕ`=%Ьсзіп4А, (І\/)

$=%(а+ь+ь)г. (у)
12



Эти формулы абитуриент должен знать, уметь их доказывать,
а также применять их при решении задач. Есть и другие
формулы, знание которых уже не предусмотрено программой
для поступающих, но которые часто бывают полезны при
решении задач. Например, формула Герона

$=,/Р(Р-«ХР-ЬХР-0)» <\/0
где р = (а + Ь + с)/ 2 - полупериметр треугольника, или
формула аьс

Ѕ = ТК;-,

которая леп<о получается, если подставить значение зіп ДА,
найденное из теоремы синусов (І), в формулу (І\/).

Начнем с задач на применение теоремы синусов.
Задача 1. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС)

медиана АВ и биссектриса СЕ перпендикулярны. Определите
величину угла АБВ.

Решение. Пусть сх - искомый угол, О - точка пересечения
отрезков АВ и СЕ (рис. 1). В ААВС биссектриса СО является
одновременно высотой, значит, ААВС - равнобедренный и
АВАС=4АВС=п-ов, 4А =4С=2а-п, 4ВАВ=4А-4ВАС=
= За- 2н. В треугольнике АВВ согласно условию ВВ = -ЁАВ.

Применяя теорему синусов, получаем й =  ,
1 1 . . . . .0'П<Уд& Е-її = Ё, 2з1п3а=з|па, 2з1п<х(3-4$1п2оє)=з1пе:,

він* о:=5/8. Но из условия задачи следует, что АВСО= сх - тс/2>

В, (4
Рис. 1 Рис.2

1 З



> 0, сдРУГ0й стороны, сп < гс, т.е. 1:/2 < оп < тІ:, поэтому 5іпи=
= ч/Ё/4, от = п - атсзіпч/Й/4.

Ответ: п - агсзіп-/Й/4.
Задача 2. В равнобедренном треугольнике АВС длина высоты

ВО, опущенной на основание, равна Ь, а радиус вписанной
окружности равен г. Найдите радиус окружности, описанной
около этого треугольника.

Решение. Пусть О - центр вписанной окружности, Е - точка
касания окружности с отрезком АВ, АС = Ь (рис. 2). По теореме
синусов радиус В описанной окружности равен Ё-Ё. Из

АВОЕ находим зіп-Ё; = %%- = Сдрутой стороны, І:3%=

= %% = Ё ОТСЮДЗ

ІІ- 2

2 ЅШАВ 2соЅ2%_ 2(}:-21)

<››-«У
2(і:- 21) `

Задача З. Углы при вершинах А и С треугольника АВС
соответственно равны п/4 и 1:/6. Найдите угол между высо-
той ВВ и медианой ВЕ этого треугольника.

Решение. Обозначим АВ = с, АС = Ь, ДЭВЕ = Ф (рис. 3). Тогда
АВ = ссоз4А = сч/Ё/2, ВЕ= ВВ \:3<р =(с~/-Ё1:3<р)/2. Следователь-
но, Ь/2 =АЕ =АВ + ВЕ= ск/Ё (1 + 1:3<р)/2. По теореме синусовдля
ААВС получаем = где $іпАВ = $іп(н - АА -

Ответ:

_ . _ . 1: п 1: . 1: _ «/Ё- АС) - з1п(4А + АС) - эт-ёсоз-І + созїзшї - -2-(1+\/З).

В В

Ф 1: В

А 'І о в с А с
Рис.3 Рис.4
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Отсюда находим
441 + ±еч›) ~/5 -1с- = , 1: = і. 1,д Ё-Н3 ее 2 < ›

Ответ: агс1:3-1%.
При решении следующих задач используется теорема косинусов.
Задача 4. Биссектрисы АВ и СР треугольника АВС пересе-

кают стороны ВС и АВ в точках В и Р соответственно.
Найдите длину отрезка РВ, если АС = 6, АР = 2, СВ = 3.

Решение. Обозначим ВВ = х, ВР = у (рис. 4). Воспользуемся
важным свойством биссектрисы: биссектриса делит сторону
треугольнш-са на части, пропорциональные длинам прилежаших
сторон. Таким образом, АВ/АС = х/З, ВС/АС = у/2 или (2 +
+у)/6 = х/3, (х + З)/6 = у/2, откуда х = 9/5, у = В/5,
АВ = 18/5, ВС = 24/ 5. Для вычисления ОР воспользуемся
теоремой косинусов для АРВ0:

ВР* = хз +у2 - 2хусоз ДВ, (2)
где сов АВ, в свою очередь, найдем из соотношения АС* = АВ* +
+ ВС* -- 2АВ - ВСсо$ ДВ. Подставляя найденные значения длин

2 2 . .
сторон ААВС, получаем 36 = %- + 2%- - %4-соз4В,
откуда саме = 0, дв = 1;/2, ов = 4145/5.

Ответ: 11145/5.
Задача 5. В треугольнике АВС:ДВ = агссоз%, АС = Ь, а

высота, опущенная из вершины В, равна сумме двух других
высот. Найдите площадь треугольника АВС.

Решение. Пусть АВ = х, ВС = у (рис. 5). Тогда по теореме
косинусов

Ь2 =х2+у2-2хусоз4'В=х2+у2--Ё-ху. (3)

Да.лее, 11,, =%, /1, =%5-, =2Ё,где.Ѕ` - площадь ААВС,аІ1,,,
11,, /1,, - его высоты. Так как по условию задачи 11,, =- 1:, + ду,

г
то% =%+%илих+у=%,откуда х* +у2=ЁЁ,-1- - 2ху.
Отсюда и из уравнения (З) получаем уравнение относительно

= = 2 _ хузін4В _ ../її 2откуда 2 ху 4Ь . Поэтому Ѕ 2 4 Ь .

2=ху: 2 7
Ь2 Ё: 22 42,
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В В

х у В

А Ь С А С

Рис.5 Рис.6

Ответ: -2/Ё Ь2.
Замечание к теореме косинусов. С помощью теоремы косину-

сов лепсо получить формулу, выражающую длину медианы
через длины сторон треугольника. Обозначим АВ = с, АС = Ь,
ВС= а, длину медианы АВ через та, АВОА = ср (рис. 6). По
теореме косинусов для треугольников АБВ и АВС получаем:

ад/4 + тї - ат, созф = сд, а*/4 +2т2 - ат, соз(п- ср) = Ь2.

Складывая эти уравнения и используя то, что сов (п-(р) =
= -созср, находим а2/2 + 2т2 = сд + Ь2, откуда

тп, = %,,2(Ь2 + сї) - ад . (4)

Задача 6. В треугольнике АВС длины сторон связаны соот-
ношением ВС2 + АС* =5АВ2. Найдите угол между медианами
АМ и ВН.

Решение. Обозначим АВ = с, ВС = а, АС = Ь, ДМОМ = ср,
АМ =т,,, ВМ = ть (рис. 7). Поскольку в точке пересечения
медианы делятся в отношении 2:1, считая от вершины, то,
согласно формуле (4), получаем:

ОМ =%'і=%,/2(Ь2 +с2)-ад, ОМ=%ї = %,,2(а2 +с2)-Ь* _

По теореме косинусов для АНОМ с учетом того, что ММ = -Ё,
находим -"Ё -- Зтётд-созф = -6% или 2Ь2 + 2с2 - а2 +

+2а2 + 2с2 - Ь* - 8т,,т,, созср = 9с2, откуда 8т,,т,, совср = ад +
+Ь2 -5с2. Значит, <р= 1:/2.

Ответ: п/2.
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РЗССМОТРИМ НЕСКОЛЬКО ЗЗДЗЧ, В КОТОРЫХ ПРИМЄІ-ІЯІОТСЯ рЗ.ЗЛ.І'І'Ч'
ные формулы для вычисления площади Ѕ треугольника АВС.

В м

Рис. 7 Рис.8

Используя формулу (ІІІ), легко доказать следующее утверж-
дение: если отрезки АВ и СВ лежат на одной прямой, не
проходящей через точку М, и Ѕ, и Ѕ2 - площади треугольников
МАВ и МСБ соответственно (рис. 8), то

Ѕ,/5,, = АВ/СО . (5)

Задача 7. В треугольнике АВС на стороне АС взята точка
М, а на стороне ВС - точка Ы. Отрезки ВМ иАН пересекаю-
тся в точке О (рис. 9). Найдите площадь треугольника СММ,
если площади треугольниковА0М, АОВ и ВОМ соответствен-
НО Ѕ|, 52, Ѕ3.

Решение. Пусть Ѕдмдд = 0,, Ѕдсш, = 0,. Из (5) следует, что
5,/О. = до/ом = 5,/5,, откуда о, = 5,5,/5,. мальгмчнь
02/(01 "' 53) = СМ/“В = (02 +01 + 51)/(Ѕ2+-5.3): 0'Ґ1<Уд3 02 =
=(0Ё + 0,5, + 0,53 + 5,53)/(52 -0,). Подставляя в последнюю
формулу найденное значение 0,, получаем 02.

от _ + Ѕ1 +33)

Ш ` 5,($;-$,5Г' В

С В

о, Ы в

 М

А в А І _ _ С
РИС.9 Рус, 10
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Задача 8. В треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка
В так, что ВВ : СВ = 1 : 2. В каком отношении медиана СЕ
делит отрезок АВ?

Первый способ решения основан на сравнении площадей
треугольников. Пусть М - точка пересечения АВ и СЕ (рис.
10). Обозначим 5,, 5,, .Ѕ`;,, 5,, площади треугольников АЕМ,
БМВ, МВВ, СМ0 соответственно. Используя формулу (5).
получаем:

51: 52: 54 =2Ѕз›

Ѕмво = 251* 5:1 = %5мвс- Ѕыгвс = 353 +51 = %5мвс-

Отсюда .Ѕ`д,,,,,_- = 3(2.Ѕ`, +53): 2(3Ѕ;, +Ѕ,), или 353 = 45,. Теперь
легко найдем искомое отношение: АМ = МВ = .Ѕ`,,,,,,,,, :Ѕ,,,,м,, =
=2Ѕ1:Ѕ3 = 3 Ё

Второй способ. Проведем через точку Е прямую ЕР, парал-
лельную АВ н пересекающую сторону ВС в точке Р (рис. 11).
Тогда ЕР - средняя линия в треугольнике АВІЭ и поэтому ЕР=
= -Ё-АП и ВР = РО = ЁВС . Из подобия треугольников СМО и
СРЕ следует, что 2мо_со_5ВС_4Ё-ст-Ё-т

6
отсюда мо = %в1== -Ёло, т.е. лм : мо = з : 2.

Ответ: 3:2.

В В

Р
В

Е

 К
А С А В СРис. 11 Рис. 12

Задача 9. В треугольнике АВС через основание В высоты ВВ
параллельно стороне АВ проведена прямая, пересекающоя ВС
в точке К. Найдите ВК : КС, если Ѕшдд :.Ѕ`,,_,,,С = З : 16.
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Решение. По теореме Фалеса ВК : КС = АВ : ОС (рис. 12).
Обозначим ВК/КС = х, по формуле (5) получаем:

Ѕдддк/Ѕддддс = = +10,

Ѕддис/Ѕддис = = х+1..

С едовательно, .Ѕ',,,,,,,</.Ѕ`,,,,,-,,; = х/(1+х)2. Решая уравнение
хД1+х) = З/16, находим х, = З, хд = 1/З.

Ответ: 3 или 1/3.
Задача 10. Все стороны треугольника меньше 1. Докажите,

что площадь треугольника меньше
Решение. Заметим, что хотя бы один из углов треугольника не

превосходит б0°, в противном случае их сумма была бы больше
180°. Пусть, например, угол С между сторонами АС и ВС
треугольника меньше 60°. Вычисляя площадь треуголь ка по
формуле (І\/), получаем оценку: Ѕ = %аЬзіп ДС < _

Задача 11. На стороне АС треугольника АВС взята точка Ы,
а на стороне ВС - точка М так, что СН : МА = 5. Площади
многоугольников ММС и АНВМ относятся как 5 : 6. Найдите
СМ : МВ.

Решение. Пусть СМ/ВС=Іг (рис. 13). По формуле (ІУ)
получаем:

1
|\,)а-Ь 0501

Ь$,,,,,,,,,, = їмссмзіь гс = с-лвсип гс = %л$,,,,,,,-,,

Откуда Ѕдіімн = Ѕддис _ Ѕдммс = (1-%&)5Ши;с. Согласно

5(1--изусловию -Ё = Ё, следовательно, н = 6/11 и СМ : МВ =
-І:

=в ; 5. 6
Ответ: 6:5.

В А

м

А С В В Е М С
Рис. 13 Рис. 14
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Задача 12. В треугольнике АВС проведены медиана АМ,
биссектриса АЕ и высота АВ. Площадь треугольника АЕМ
равна 1/ 14 площади треугольника АВС, а площадь треуголь-
ника АВМ равна 7/50 площади треугольника АВС. Найдите
углы треугольника АВС.

Решение. Обозначим ВС = а, АС = Ь, АВ = с (рис. 14). Из
формулы (5) вытекает, что ЕМ = а/14, ВМ = 7а/50. Отсюда
ВВ = ВМ - МВ = 9а/25, СВ = 16а/25, ВЕ = ВМ-ЕМ =
=3а/7, СЕ = 4а/7. По свойству биссектрисы треугольника
получаем

вв/вс = С/Ь, с/ь = з/4. (6)
Из треугольников ВАВ и АСВ находим длину катета АВ:

Ао* = С* - (9/25)*а* = Ь* - (16/25)”а*. (7)
Решая систему уравнений (6) - (7), получаем: Ь = 4/5а, с =
= З/Ѕа, следовательно, Ь2 + с2 = а2. Отсюда легко выразить
искомые углы.

Ответ: ДА = 90°, ДВ = агс$іп(4/5), ДС = агсзіп(3/5).
Задача 13. Пусть І, - длина биссектрисы угла С треуголь-

ника АВС (рис. 15). Докажите, что тогда

І, = 2аЬсозЁ-Ё/(а+Ь). (8)

Решение. Для доказательства формулы (8) достаточно выра-
зить площади Ѕ,, 52, .Ѕ` треугольников АСВ, СВВ, АВС по
формуле (І\/): _

Ы, . І, . .5, = -ї$т%, 5, = %$т%, 5 = %ыь2с, -
- и воспользоваться равенством Ѕ, + Ѕ, = 5.

ъ
А О В

Рис. 15
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Упражиешнт
1. В равнобедренном треугольнике АВС точки В и Е делят боковые

стороны н 011-юшении В!):І)А = Н!-:`:!:`С = 3. Найдите углы треугольника.
если АЕ.І.СВ.

2. Прямая, проходящая через вершину А равнобедренного треугольника
АВС (АВ = ВС) и центр вписанной в него окружности, пересекает сторону
ВС н точке П. Найдите отношение АВ/АВ, если ДВ = (1 .

3. Через нершину А рапнобедренного треугольника АВС (АВ = ВС) и
Центр описанной около него окружноспі проведена прямая, пересекающая
сторону ВС п точке О. Найдите АО и радиус описанной окружности, если
АВ = с, ДАНС = а.

4. В треугольнике АВС угол А вдвое больше угла С, АВ = с, АС = Ь.
Найдите ВС.

5. В треугольнике АВС перпсндикуляр, проходящий через середину
стороны АВ, пересекает продолжение стороны ВС п точке М. Псрнепднку-
ляр, проходящий через середину стороны ВС , пересекает сторону АС в точке
Н. И:-шестно, что АН/НС = 1/2, МС/МВ = І/5. Найдите углы треуполь-
ника АВС.

6. На сторонах АВ и АС треугольника АВС выбраны точки Ц и Е
соотнетстненно, так что ВО = ВБ = ЕС. Найдите площадь треугольника
лов, шт Ан = 2, Ас = з, вс = Л.

7. Точка Ь лежит на стороне АС треугольника АВС. Отрезок ВЬ
пересекает меднану СМ в точке О. Известно, что площадь треугольника
ВМО рапна 3, а площадь чегырехугольника АМОІ. рапна 4. Найдите
площадь треугольника АВС_

8. На сторонах АВ и ВС треугольника выбраны точки М и М. Отрезки СМ
и АМ пересекаются п точке О. Докажите, что площади 1-реугольникоп/ІОМ
и СОМ равны тогда и только тогда, когда прямые МН н АВ параллельны.

9. На боковых сторонах АВ и ВС рапнобедренного треугольника АВС
расположены соотнетстпенно точки М и Н так, что АМ:ВМ = 3:2, СМ:ВМ=
= 5:2. Прямая ММ пересекает нысоту ВО треугольника н точке О. Найдите
отношение ОО/ВО. У

10. В прямоугольном 111еугольнике АВС проведена биссектриса СЦ
прямого угла С. Изнестпо, что АВ = 3, ВО = 1. Найдите нысоту, опущенную
из вершины угла С.

11. В треугольнике АВС проведена биссектриса АЦ. В каком отношении
медиана СЕ делит эту биссек1рису, если АВ:АС = 3:2?



Много задач вместе иногда ре-
шить легче. чем всего лишь одну из
них, если это большое число задач
хорошо согласовано, а одна задача
сама по себе изолирована.

Д.Пойа. «Математика н нрапдоно-
добные рассуждения»

МЕДИАНЬІ И СРЕДНИЕ ЛИНИИ

Э. Готман

В этой статье собраны задачи о свойствах медиан треугольника
и средних линий четырехугольника. Для их решения нужно
придумать вспомогательное построение, применить параллель-
ный перенос и центральную симмегрию. При доказательстве
используется небольшое число теорем, чаше других - теорема
о средней линии треугольника. Задачи расположены в такой
ПОСЛЄДОВВТЄЛЬНОСТН, ЧТО ДОСТЗТОЧНО ПОД0бра"ГЬ КЛЮЧ К РЄШЄНИІО

первых из них, чтобы суметь решить и последующие.
Некоторые из задач даны с решениями или краткими указания-

ми. Прежде чем читать решение той или иной задачи, попытайтесь
решить ее самостоятельно. В случае затруднений посмотрите на
рисунок. Выясните, какую роль играют вспомогательные тпании,
для чего они нужны. Про=п'ите указание к решению. Сравнггге
различные возможные способы решения одной и той же задачи.
Приступая к решению последующих задач, найдите их сходство
с решенными задачами и постарайтесь его использовать.

МЕДИДНЬІ ТРЕУГОЛЬНИКА

Задача 1. В треугольнике АВС проведена медиана СМ.
Докажите, что

а) если СМ>%АВ, то ДС<90°; 6) если СМ =%АВ, то
ДС= 90°; е) если СМ < -ЁАВ, то АС > 90°.

Обозначим ААСМ = ос, АВСМ = В (рис. 1).
а) СМ > АМ и СМ > ВМ. Рассмотрим треугольники АСМ и

ВСМ. Так как в треугольнике против большей стороны лежит
и больший угол, то А А > оп, 4В > В. Сложив эти равенства
почлснно, получим АА + АВ > АС. Отсюда следует, что АА +
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+АВ + АС > АС + АС =2АС и, поскольку АА + АВ + АС =
=18О°, АС < 90°.

Для случаев 6) и в) доказательство аналопачно.
Итак, мы видим, что для решения задачи не потребовалось

никаких дополнительных построений.
Хорошо известно, что медиана, проведенная к основанию

рапнобедренного треугольника, является биссектрисой угла при
вершине. Рассмотрим свойство медианы разностороннего треу-
ГОЛЬНИКЗ.

м А В/А м в `
В

Рис. 1 Рис.2

С

С Ь А» а«ь

Задача 2. Медиана СМ треугольника АВС образует со
сторонами АС и ВС соответственно углы ов и В. Какой из
этих углов больше, если АС < ВС?

Обозначим ВС = а, АС = Ь. тогда по условию а > Ь.
Остановимся на двух способах решения этой задачи.
Первый способ. Построим точку В, симметричную точке С

относительно середины М стороны АВ, и соединим точку О с
вершинойА (рис. 2). Построенный треугольник АВМ симметри-
чен треугольнику ВСМ относительно точки М, следовательно,
АО = ВС = а и ААОМ = АВСМ = В . Мы получили треугольник
АСВ, который содержит интересующие нас углы сх и В , причем
противолежащие им стороны АВ и АС равны соответственно а и
Ь. Согласно условию а > Ь, поэтому о. > В.

Второй способ. Соединим середину Е стороны АС с точкой М
(рисунок сделайте самостоятельно), образуется треугольник
СЕМ со сторонами ЕМ = а/2 и СЕ = Ь/2. Углы треугольника
СЕМ, противолежащие этим сторонам, равны соответственно ов
и В. Это леп-со доказать, используя 'свойство средней лъптии
треугольника.

Задача 3. Дпкажитс, чт длина медианы СМ треугольника АВС меньше
полусуммы длин сторон АС и ВС.
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СРЕДНИЕ ЛИІ'ІИИ' ЧЕТЬІРЕХУГОЛЬНИКА

ИЗВЄСТНО, ЧТО СРЄДІ-[ЯЯ ЛИНИЯ ТРЗПЄЦНН ПЗРЗЛЛЄЛЬНЗЯ ОСНОВЗ-
ниям и равна их полусумме. Рассмотрим произвольный четы-
рехугольник.

Задача 4. Докажите, что длина отрезка, соединяющего
середины двух противоположных сторон четырехугольника",
не больше полусуючы длин двух других сторон.

Эту задачу можно решить различными способами.
Первый способ. Пусть М и М - середины сторон АВ и СВ

четырехугольншса АВСВ, стороны АВ и ВС которого не парал-
лельны (рис. З). Путем параллельного пер_еноса__отрез3_<ов АО и
ВС образуйте треугольник А,МВ, : АА, = ВН и ВВ, = СМ . Да.лее
докажите, что точки А, и В, симметрнчны относительно М, и
воспользуйтесь результатом задачи З.

С СЫ0 В Ы ь
0

А М В

_...-під... Ь мА *"'~Іц_І-"т В 1
М в, с,

Рис.3 Рис.4

Второй способ. При решении задачи 2 первым способом мы
построили треугольник АПМ , симметричный треугольнику ВСМ
относительно середины М стороны АВ. Для решения задачи 4
можно использовать тот же прием. Постройте четырехугольник
АММ,С. , симметричный четырехутольнику ВММС относитель-
но точки М (рис. 4). Пусть АО = а, ВС = Ь, ММ = т, тогда АС,=
= Ь, ОС. = ММ = 2т. Если АВ не параллелен ВС, то а + Ь > 2т;
если же АВІІВС, то а + Ь = 2т.

Третий способ. Соедините середину Е одной из диагоналей
четырехугольника с точками М и Н (рис. 5). Тогда, как и при
решении задачи 2 вторым способом, получится треугольник
БМК со сторонами, равными а/2, Ь/2 и т. Следовательно,
т < (а+Ь)/2. В частном случае, когда АВІІВС, треугольник

'Такой отрезок называют средней линией четырехугольника.
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ЕММ вырождается, точка Е будет принадлежать отрезку ММ и,

следовательно, т = -Ё-(а+Ь) .
Из задачи 4 вытекает, что длина средней линии ММ четыре-

хугольника АВСВ равна полусумме длин сторон АО и ВС тогда
и только тогда, когда эти стороны параллельны.

СВ Н

Ь

А М В
Рис.5

Задача 5. Противоположные стороны АІ) и ВС четырехугольника АНСІ)
рапны. Докажите, что прямая, еоедипяющая середины дпух других сторон,
образует с прямыми АО и ВС рапные углы.

Эту задачу, так же как и предыдущую, можно решить различными спо-
собами, с помощью тех же приемов. Какое решение вам понравится больше
других?

Задача 6. Постройте треугольник но дпум сторонам и медианс, нронсден-
ной к третьей стороне.

Задача 7. Постройте чегырехугольник, иная все его стороны и о111е:юк,
соединяющий середины дпух противоположных сторон.

Следующая задачи сгоит того, чтобы ее запомнить. Это очень изпестнаи
задача, которая часто применяется при решении других задач.

Задача В. Докажите, что середины сторон любого четырехугольника
являкпся вершинами параллелограмма. При каких условиях этот паралле-
лограмм будег

а) ромбом, б) прямоугольником, н) кналратом?
Задача 9. Докажите, что средние линии любого четырехугольника и

отрезок, соединяющий середины диагоналей, пересекаются в одной точке и
делится ею пополам.

Если точки А, В, С и О не принадлежат одной плоскости, то шесть
отрезков, соединяющих попарно эти точки, являются ребрами треугольной
пирамиды (тетраэдра).

Задача 10. Докажите, что отрезки, еоединяющие ссрслины протипоно-
ложных ребер тсфазлра, пересекаются п одной точке и делятся ею пополам.

Обратите пнимапне на то, что задача 9 иплиегся частным случаем (лучше
сказать щледельньич случаем) задачи 10.

Задача ІІ. диагонали четырехугольника взаимно перпендикулярны.
Зная их длины е и І, пычиелите длины средних линий чегырсхуюльпика.

Заддча 12. Ссрсдиньі Сторон АВ и СО, ВС и ОН нынуклого ня'гиуго.ньника
АВСОЕ соединены отршками. Середины Н и К полученных отрезков снова
соединены.Докажите,ч°го отрезок НК параллелен отрезку АЕ и НК=АЕ/4.

25



ЗЕІМСТНМ, ЧТО ПОЧТИ ВСС ПРНВЁДЄІІІІЦЄ ЅІЗДЗЧН МОЖНО РЄШИТЪ С ПОНОЩЬЮ

ДОІІОЛННТСІІЬНОГО ІІОСТРОСІ-ІНІ-І, КОТОРОС СОСТОИТ ІІ ІІРОІІОЛОННИ СРСДІ-ІСЙ ЛНІ-ІНН

треугольника.

ГІЛОІДАДЬ ТРЕУГОЛЬНИКА И ЧЕГЬІРЕКУГОЛЬНІІКА

Задача 13. Докажите, что прямые, проведенные через верши-
ны выпуклого четырехугольника параллельно его диагоналям,
ограничивают параллелогршич, площадь которого вдвое боль-
ше площади четырехугольника.

Пусть АВСВ - данный четырехугольник (рис. 6). Для
решения задачи достаточно заметить, что диагонали АС и ВВ
четырехугольника разбивают описанный параллелограмм ЕРКІ.
на четыре параллелограмма, а диагональ каждого параллелог-
рамма делит его на два равных треугольника.

Задача Н. Используя результат задачи 13, локажите, что площадь любого
ВЫПУКЛОГО ЧЄТЫРВХУПІЛЬІІНКЗ [ШВІШ ПІІЛОВНІІВ ПРОНІІВЁДЄІІНЯ ДЛНІІ СП) ДНі:\Г0'
налей на синус угла между ними.

Заметим, тго любой треугольник делится медианой на два равновеликнх
треуюльника. Обладает ли аналогичным спойстпом средняя линия четыре-
хугольника?

Задача І5. Докажите, что выпуклый четырехугольник АВСІ) делится
средней линией МН, сосдиняюніеіі Ссредт-ІЫ СТОРОН /13 И сд. На ДІІЗ
равновеликих четырехугольника тогда и только тогда, когда стороны АВ и
СО нараллельны.

Задача 16. Дан выпуклый четырехугольник АВСО. Точки М и Н
являются серединами его сторон АВ н СЦ. Докажите, что площадь
чегырсхуюльникаАМСН рапна половине площади чстырсхугольникаАВСО.

Задача 17. Средние линии чегырехупольиика разбивают ею на четыре
четырехугольника. Докажите, что сумма площадей одной пары несоседних
четырсхушльникон рапна сумме площадей другой пары.

Задача 18. Докажите, что площадь выпуклого четырехуголь-
ника вдвое больше площади четырехугольника, вершинами
которого служат середины сторон данного.

Приведем два решения этой задачи.

1. 1.) к Ь* - В --КІ
А С С С Ьк

/ІІ
"Чї_,*"

Е В Р Е __Р`
Е1 В Р1

Рис.6 Рис. 7
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Первое решение. Пусть Е, Р, К, І. - середины сторон данного
четырехугольника АВСВ (рис. 7). Средняя линия ЕР треуголь-
ника АВС отсекает от него треугольник ВЕІ-`, площадь которого
составляет Ё- площади треугольника АВС: ЅШ,-,- = -Ё-Ѕмдс.
Аналогично, .Ѕ`_,,т_к = %.Ѕ`м<,-д. Сложив эти равенства почленно,
ПОЛУЧИМ

_ 1Ѕьллг + 5ат.к - '3'5лнсо-

Точно так же докажем, что

Ѕмт. + Ѕаскг = %5лвсп-

Таким образом, сумма площадей треугольников, отсекаемых от
четырехугольника АВСО сторонами параллелограмма ЕРКЬ,
равна -Ё-Ѕддсд. Следовательно, Ѕы.-кд = %Ѕд,,<;д.

Второе решение. Опишем около четырехугольника АВСВ
параллелограмм Е.НК,Ь. так, чтобы его стороны были парал-
лельны диагоналям четырехугольника АВСВ (рис._›7). Пусть
диагонали АС и ВВ пересекаются в точке О. Тогда ОЕ, = 2ОЕ ,
ОР] = 2ОР и т.д. Следовательно, параллелограммы Е,Р]К,І4 и
ЕРКЬ гомотетичны, коэффициент гомотетии равен 2. Поэтому
площадь параллелограмма Е,БК,Ь. в 4 раза больше площади
параллелограмма ЕРКІ.. Далее воспользуйтесь задачей 13.

Задача 19. Докажите, что если диаюнали пынуклого четырехугольника
равны, то площадь этого четырехугольника равна произведению длин его
средних линий.

Задача 20. Дока.›ки'ге, что площадь ныпуклопо чегырехупольника рапна
произведению длин его средних линий на синус угла между ними.

Теперь предлагаем вам решить несколько задач на вычисление площадей.
Задача 21. Из вершины С треугольника АВС проведена медиана СМ.

Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 13, ВС = 11, СМ = 10.
Задача 22. Огрезок, соединяющий середины оснований трапеции, ранен

5, а длины диагоналей трапеции равны 10 и І2. Вычислнте площадь
трапеа ци и.

Задача 23. Найдите площадь нынуклого чегырсхупольника, если длина
диагонали равна (І, длина средней линии равнат и угол междуними равен ср.

В заключение приведем более сложную задачу.
Задача 24. Дан нынуклый четырехугольник АВСО. Точки М и М

являются серединами сторон АВ и СВ. Прямые АМ и ОМ пересекаются н
точке Р. прямые ВН и СМ - в точке О. Известно, что/ІР = РМ. Докажите,
что площадь чс'гь|рехугольника МОНР рапна Одной чстнертн площади
четырехугольника АВС0.



МЕТОД ПЛОЩАДЕИ

И. Новиков

Искусство решать геометрические задачи чем-то напоминает
трюки иллюзионистов - иногда, даже зная решение задачи,
трудно понять, как можно было до него додуматься. Почти
каждая сколько-нибудь трудная геометрическая задача требует
индивидуального подхода. А хотелось бы иметь общий метод
решения, который к тому же позволял бы єприкинуты решение
до конца, не проводя выкладок явно.

К сожалению, такого универсального метода нет. Но существу-
ЮТ ПРНЄМЬІ, ҐІРНМЄННМЫЄ КО МНОГНМ ЗЗДЗЧЗМ. ОДИН НЗ НИХ МЫ Н

рассмотрим.
Начнем с совсем простой задачи, которую мы решим двумя

способами.
Задача 1. Найдите биссектрису СВ прямого угла С в

прямоугольная треугольнике АСВ с катетами АС = 2 и ВС =З
(рис.1).

Первое решение. По теореме Пифагора АВ = т/АС: + ВС2 =
= «/Ё . По свойству биссектрисы внутреннего угла треугольника

-А ;ё!2==АЕ2
ВВ ВС '

В Из равенства АВ + ВВ = ~/ТЗ получаем
АО = _ Далее, легко найти коси-
нус угла А:

АС 2С рт., В °°='~*=тв=7Ё~
Остается применить теорему косинусов для определения сторо-
ны СВ треугольника АСВ:

со* = лс2+ло2-глс-лось:-.л=%, со=%,/5.
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Второе решение. Подсчитаем площадь треугольника АСВ
разными способами. С одной стороны, ЅмСд=%АС-ВС=З. С
другой стороны,
$,,_,,С,, = $,,,,,,,, + $,,,с,, = Ёлс - со$іь45°+

+%вс - сони 45°= -5;/-Ёсо.
Приравнивая правые части двух полученных выражений для
Ѕмсд, получаем СО=%~/Ё .

Второе решение явно короче и проще. К тому же оно лепсо
приводит к цели и в более общей ситуации. Чтобы убедиться в
этом, выясните самостоятельно, как изменяются оба эти реше-
ния, если поставлена

Задача 2. Найдите биссектрису СВ угла С треугольника
лсв, еь;шлс= ь, вс = а, алсв = в. (опт: со = %<:<›$%.›

Однако главное достоинство второго решения - в его идейной
«прозрачности». В первом решении строится некоторая «цепоч-
ка» элементов треугольника: каждый элемент этой цепочки
вычисляется по данным задачи и другим, уже найденным
элементам. Последним элементом цепочки служит искомая вели-
чина (в данном случае - биссектриса СВ). При этом не сразу
видно, какие именно элементы понадобятся при определении
искомой величины, т.е. какие элементы необходимо предвари-
тельно вычислить.

Во втором решении для величины, которую надо найти, мы
получаем уравнение, выписывая выражения для площади треу-
гольника через известные и искомые элементы треугольника.
ЭТОТ ПРИЕМ _ СРЗВІ-ІЄНИІЗ РЗЗЛИЧНЬІХ ВЫРЗЖЕНИЙ ДЛЯ ПЛОЩЗДИ

треугольника - оказывается очень плодотворным. Почему именно
для площади? Дело в том, что площадь треугольника довольно
просто выражается через разнообразные комбинации элементов
этого треугольника.

Прежде чем приводить следующие примеры, нспомним нажнейтпе НЗ этих
пыражсний. Снача.ла доюпоримся об обозначениих. В треупольнике АВС

а, Ь, с -- стороны, нротитюлсжащие углам А, В и С соотнстстненно;
11,, Ьь, із, -- нысоты,
тп, , тд, па, - медианы, проведенные к сторонам а, Ь и с соответственно;
г -- радиус пписаиной окружщъстн;
К -- радиус описанной окружности:
- полуперимегр;
- площадь треугольника АВС.И?
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Формулы, которыми мы будем пользоваться. п этих обозначениях запи-
сываются так:

5=%, (1)

 |

_«*° в° с <з›
_аЬсзато (4)

5 = \1х›(г› - НИР - ЬХР - С) › (5)
Ѕ = рт .

Все эти соотношении изпестны из гпкольною курса, поотому мы не будем
их подробно доказывать, а ограпичимся лишь несколькими замечаниями.

Чтобы вывести формулы (З) и (4) из
(2), можно поснользопаться теоремойВ

›\ синусов:
Щ і._ _.і _ і_ - 23
: $іпА _зіпВ_$іпС_ °

Формўлу (5) (Ф0РмулУ ГеР0на) иногдаудобнее использовать в преобразован-
А ном |||,|дс;

А С
р"°'2 .Ѕ'=%~/2а2Ь'+2а2с7 +2Ь*с' -а" -Ь* -с“'.

Формула (6) легко получается из очепилною (рис. 2) рапеистна

Ѕмлс = Ѕмоп + -їалос "' Ѕасол -

Рассмотрим теперь еще несколько задач. В каждой из них
применение метода площадей приводит к короткому и про-
зрачному решению.

Задача З. Внутри правильного треугольника со стороной а
взята произвольная точка М. Найдите сумму расстояний от
этой точки до сторон треугольника.

Решение. Надо найти сумму длин перпендикуляров МР, МО
и МК (рис. З), опущенных из точки М на стороны АВ, ВС и СА
соответственно. Если соединить точку М с вершинами треуголь-
ника, то ясно, что

Ѕмпс = Ѕммп "' Ѕанмс "' -Ѕьсмл -

Используя формулу для площади правильного треугольника
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$м,,С=-Ч-Ё;/-З и замечая, что (по формуле (1))

Ѕмми =%д'МР› Ѕшмс = %д'Мо› Ѕасмя =%д'МЁ›

НЄМЄДЛЄНН0 ПОЛУЧЗЄМ ОТВЄТІ

мр + мо + мя =
Задача 4. Прямая АВ делит треугольник АВС на два.

Докажите, что радиус г окружности, вписанной в треугольник
АВС, меньше суммы радиусов г, и тд окружностей, вписанных
в треугольники АБВ и АСВ соответственно.

Р О

Решение. В равенстве Ѕмтд =.Ѕ`мдд +.Ѕ`мСд (рис. 4) пред-
ставим все члены с помощью формулы (6): грмдс = дрмт, +
+ йгрмси -

Та-К как Рмии < мпс И Рмси < Рмпс (д°Кдж"Те)› ТО 'РмШС<
<"1Рмпс+*гРмнс= П +72)Рмпс- 3 ПОТОМУ

Ґ<Ґ|+Ґ2.

Задача 5. В треугольнике АВС отно- В
шение стороны ВС к стороне АС равно
З, а ААСВ = о.. Из вершины С проведе-
ны два луча, делящие угол АСВ на три
равные части. Найдите отношение длин Е
отрезков этих лучеи. заключенных
внутри треугольника АВС. 0

Решение. Пусть СО и СЕ - лучи, о
которых идет речь в условии задачи
(рис. 5). Очевидно, ЅмдС=Ѕмс,,+Ѕ,,тдд= А С
=-Ѕмсп +5ьлс;п - рт-;_5
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Воспользуемся формулой (2), учтпывая, что ААСВ =
=4осА=гвсв=%;
Ас~оснь% ос-всзіттіёї лс-всяп3% вс-вс$ь1%
_ _ 'Ё + 2 = 2і_+М_'
Отсюда немедленно получаем

ю 08 9. 2а . от _Ш_ї_Сз1пї+_В_Сз1пїг_ +3

ВС АСзіп% + ВСзіп%'- Бсоз-Ё +1НСО

Вот пример более трудной задачи. Хотя в ней надо просто
«решить треугольник», т.е. определить его стороны по трем
известным элементам, получитъ решение привычным путем - с
помощью теорем синусов и косинусов.

Задача 6. Найдите стороны треугольника АВС, если І1,,= 6,
г = 2 , В = 5.

Решение. Воспользуемся формулами (4), (5) и (6) и запишем
следующую систему уравнений относительно неизвеептых сто-
рон а, Ь, с треугольника АВС и его площади Ѕ:

Ѕ=За,
_2_ё€5" 20*

Ѕ=%,/(а+Ь+с}(Ь+с-а)~,,(а+с-Ь)(а+Ь-с),
Ѕ=а+Ь+с

Приравнивая правые части первого и последнего уравнений,
получаем, что Ь+с=2а. Приравнивая правые части первого и
второго уравнений, получаем, что Ьс = 60. Наконец, приравнивая
правые части первого и третьего уравнений, получаем (после
возведения в квадрат), =гго

144а* =(а+Ь+с)(Ь+с-а)(а+с-Ь)(а+Ь-с).

Преобразуем правую часть этого равенства, учитывая получен-
ные выше соотношения Ь+с=2а и Ьс=60:

(а+Ь+с)(Ь+с-а)(а+с-Ь)(а+Ь-с)=

=((Ь + с)2 - а2)(а* - (Ь - с)2)=((Ь + с)2 - а2)(а2 - (Ь + с)2 + 4Ьс)=

=(4а2 - а* )(а2 - 4а2 + 240)=За2(240 - Заї).
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Следовательно, для определения а получаем уравнение
144.12 = за2(24о-заг),

откуда а = 8. Из системы уравнений Ь+с= 16, Ьс = 60 теперь
легко найти две пары значений Ь и с (два ответа):

а=8,Ь=б,с=10илиа=8,Ь=10,с=б,
которые геометрически определяют один треугольник (с точ-
ностью до обозначения сторон Ь и с).

На этом примере особенно хорошо видна основная особенность
метода площадей - из геометрической задачи он <делает›
алгебраическую, сводя все к решению некоторой системы урав-
нений.

Задача 7. Докажите, что если длины сторон треугольника
образуют арифметическую прогрессию, то центр окружнос-
ти, вписанной в этот треугольник, н точка пересечения его
медиан лежат на прямой, параллельной средней по длине
стороне треугольника.

Решение. Пусть стороны треугольника АВС обозначены так,
что а Ѕ Ь Ѕс. Тогда по условию задачи а + с = 2Ь. Пусть О - центр
вписанной окружности, а М -- точка пересечения медиан АА,,
ВВ, и СС, (рис. 6,а).

Сначала выведем одно полезное свойство точки М пересечения
медиан треугольника АВС. На рисунке 6,6 треугольник АВС
разбит медианами на 6 меньших треугольников. Площадь каж-
дого из них равна 1/6 площади всего треугольника АВС. Дока-
зать это очень просто: используя формулу (1 ), запишем равен-
ства

5ыт,с = Ё-5`мвс› Втм = ёввн Ѕамсв. = %-Ѕмльс = %5мвс-

Аналогично находятся площади остальных треугольников.

а В 6

вы
А в, м* с А Вт С

Рис.6
2 Приложение <Кпант› .Ме1 33



Теперь найдем длину перпеидикуляра ММ', опущенного из
точки М на сторону АС:

%$,,,.,,,; = 5,_.,,,С = Ёммї лс = Ёммїь,
1 ..1 _.1 Щи -1 .___.2Ь+Ь -135-**”° " ат" з'( 2 )' з'( 2 )' 2'Ь*

откуда ММ, = г, т.е. МО АС.
МЄТОД ПЛОЩЗДЄЙ ЧЗСТО ОКЗЗЫВЁІЄТСЯ УД06НЫМ И На ОТДЄЛЪНЫХ

этапах решения стереометрическнх задач.
с Задача 8. В шар описана пирамида, боковые ребра которой

равны с. Основание ее - прямоугольник, стороны которого
О стягиеают дуги ст. и [З радиан в

сечения: шара плоскостями боко-
вых граней. Определите радиус опи-
санного шара.

Решение (рис. 7). Так как вписан-
ный угол измеряется половиной дуги,
на которую он опирается, то

,Д д>ос=%. .моо=%.
Поэтому ВС= 2сзіп%, АВ: 2с$іп-Ё-.

Рассмотрим сечение шара плос-
Р”°-7 костью АОС. Так как центр шара

лежит в этой плоскости (докажите!), то радиус шара равен
радиусу В окружности, описанной около треугольника АОС.

= = = - 22 - 2ЁНо АО ОС с аАС 2с,}з1п +$1п (как диагональ прямоу-' 4 4
гольника АВСО). Поэтому для определения радиуса К доста-
точно воспользоваться выражениями для площади треуголь-
ника АОС по формулам (4) и (5).

В результате очевидных преобразований получаем ответ:
_ _ сЁ .

`І2[соз 5% + соз

Метод площадей удобно применять также в задачах, в которых
требуется найти разного рода оценки для геометрических величин.

Задача 9. В каких пределах может изменяться отношение
радиуса окружности, вписанной е прямоугольный треугольник,
к высоте, опущенной на гипотенузу?
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Решение. Если с - гипотенуза прямоугольного треугольника
АВС, то можно записать (см. формулы (1) и (6)):

С/1,. 7* С_ = г отк да - = -_2 Р ' У Ь, 2р
Таким образом, необходимо оценить отношение

.°= С .=_Ь_=___.!і
2р а+Ь+с %+%+1 зіпА+зіпВ+1'

Так как А+В=90° , то
зіпА+$іпВ+1=зіпА+созА+1=\/Ёсо$(45°-А)+2.

Острый угол А прямоугольного треугольника может принимать
любое значение между 0 и 90°. Поэтому угол 45° -- А меняется в
пределах от -45” до +45° и, как леп<о получить из свойств
косннуса, при этом

2<~/Ёсо$(45°-А)+1Ѕ1+«/Ё.

Следовательно, в любом прямоугольном треугольнике всегда
выполнены неравенства

г 1

Как мы убедились, метод площадей действительно приводит к
ПРОСТЫМ РЄЩЄННЯМ МНОГНХ ЗЗДЕІЧ. КО!-ІЄЧНО, ОН НЄ ЗЗМЄІ-ІЯЄТ ВСЄ

остальные методы, но представляет собой подход, о котором не
следует забывать, приступая к решению той или иной задачи.

Упражнения
І. Найдите меднану тн, треугольника, зная ст стороны а, Ь, с.
2. Докажите, что в прошшольном треугольникеі = і + 1- + -Ь .

Г йа ,жд ,гс
3. В остроупэльиом треугольнике АВС лано: АВ = с, нронелсннан из

перщины В мслнана ВО = т. Угол ВОА острый и ранен В. Вычислнте
площадь треугольника АВС.

4. Дан равнобедренный прямоугольный треугольник. Докажите, что
радиус окружности, касающейся гнштпгнузы н продолжений катетон, ранен
сумме пппотенуны и радиуса окружности, вписанной в треугольник.

5. Известно, что в треугольнике АВС: .Ѕ'м,,,д=і6, т,=6, т,,=4 . Докажите,
что медианы т, и ть перпендикулирны.

6. Докажите, что сумма расстояний от произвольной точки, взятой внутри
нсранностороннею треугольника, ло сторон этого треугольника заключена
между наименьшей и наибольшей из высот треугольника.

7. Основанием АНС1) прямой призмы АВС0А,В,С,О, (где /111,, ВВ,,
СС,, НЮ, - боконыс ребра) служит ромб со стороной а н осгрым углом ф,
а высота призмы равна Іл. Найдите расстояние от вершины В, до диагонали
/1,0 боконой грани АІЛ),/1,.

2.



ВСПОМОГАТЕЛЬНЬІЕ ОТРЕЗКИ И УГЛЬІ

И. Габович

При решении геометрических задач часто бывает полезно
помимо величин, данных в условии, ввести вспомогательные
величины (длины отрезков, величины углов и т.п.) и выразить
через них искомую величину. При этом в одних случаях вспомо-
гательные величины в ходе решения «исчезают› (например,
сокращаются), в других - определяются через данные.

Задача 1. Вписанная в треугольник АВС окружность касает-
ся его сторон АС и ВС соответственно в точках М и Н и
пересекает биссектрису ВВ в точках Р и О. Найдитв отноше-
ние площадей треугольников РОМ и РОН, если АА = %, ДВ =
=-Ё (рис.1 ).

С

0
\4
1?

А В
Рис. 1

Решение. Проведем в треугольниках РОМ и РОК высоты
ММ. .І.РО и ММ .І_РО. Поскольку треугольники РОМ и РОК
имеют общее основание,

~5::и›ом = ММІ
Ѕагон М~1 '

Пусть О - центр вписанной окружности и ОМ = ОМ = х.
Поскольку 4ВОН= -35, а АОНМ - прямоугольный, ММ =
=ф. Так как АС = 3%-1:, из четырехугольника МОМС
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получаем АМОМ = Поэтому ДМОМ, = Из АМОМ,

~/Ё Лполучаем ММ,= х$іп% = х$іп(%- -Ё-)= х З .
,/5-1

ОТВЄТІ 75- _

Задача 2. Высота правильной четырехугольной пирамиды
составляет с боковой гранью угол З0°. Через сторону основания
пирамиды проведена плоскость, 5
перпендикулярная противоде-
жащей грани. Найдите отно-
шение обьемов многогранников,
полученных при пересечении пи-
рамиды этой плоскостью. М

Решение. Легко видеть, что
четырехугольник СВМН С
(рис.2), получаюшийся в сече-
нии, является трапецией. Через Е
высоту ЅО и апофему ЅЕ прове- А д
дем плоскость. Эта плоскость Рис.2
перпендикулярна боковым гра-
ням ЅАВ и ЅСО (ночему?). Поэтому .{Р`.Ѕ`О=З0°. Так как ЗР =
=.Ѕ`Еи АРЅЕ = 60°, треугольник РЅЕ - правильный. Пусть АВ-
= АВ = ЕР = х. Тогда МН = -Ё, ЕР = Найдем объем

четырехугольной пирамиды ЅСВММ. Отрезок ЅР - высота
этой пирамиды (почему?), а трапеция СВММ - ее основание.
ПОЭТОМУ \/:їси,\1_\: = %ЅР'Ѕс'1дд,'у. так Как = Ё И Ѕсдмм =

х + і . .
-'Ь2-2)-1%/5 - 31?/5, получаем И-;,м~= Легко видеть,

ЧТ0 Ичлттси = 1%-5`О'-її =
Теперь ясно, что

цЧЩ›д1,ч = ц~.'5;р,\Ш = Ё _
1/лш,т›м.ч \Ёчллс:› - их-с'г›.\:н 5

Иногда введение вспомогательного отрезка оказывается полез-
ным при решении задач, в которых требуется найти некоторый
угол.

Задача 3. В правильную треугольную пирамиду вписан шар.
Определите угол наклона боковой грани пирамиды к плоскости
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ОСНОЄЦНЦ-Л, ЗНСЯ, 'НПО ОШНОШЄНЦЄЅ
объема пирамиды к объему шара

равно '

Решение. Если шар вписан в пра-
в вильную пирамиду. то его центр

лежит на высоте пирамиды, шар
А 0 касается основания в его центре, а

боковых граней - в точках, при-
С надлежащих апофемам пирамиды.

р,,,с_3 Пусть 4500 =ї_(рис.З), ВС = х.
так как ов = %, зо =і'Ё*Ё±3<р.

Поэтому \(.ш,<_- = %ЅО-Ѕдш; = Ёізср. Поскольку 0.0 -

биссектриса угла ЅВО, 40,00 = Поэтому О,О = фівё
_:

и объем шара равен %І:3ї'%. Из условия получаем урав-
"СННС

Ё = 9_
. 1:8 3%

Заменив І3<р его выражением через 13%, получаем

9:3-11%-9±32%+2=о,

откуда ±5;%=± и І:3%=% или <р1 = и ср; = 2агсІ:3-ЁЁ.

(Подумайте, почему условию этой задачи соответствуют два
ВОЗМОЖІІЬІХ ЗІІДЧЄНИЯ Ф

ВВЕДЕНИЕ ВСПОМОГЁІТЄЛЬНОГО ЭЛЄМЄНТ8 (ОТРЄЗКЕІ ИЛИ УГЛ8.) ЧІІСТ0

ОЬІВЗЄТ ПОЛЕЗНО В СЛУЧЗЯХ, КОГДЄІ ДЄІННЫЄ В УСЛОВНН ЗЁІДЗЧИ

ОТРЄЗКИ Н УГЛЫ ЛЄЖЁІТ В РЁІЗНЫХ ПЛОСКОСТЯХ. ПРИ ЭТОМ ЖЄЛЗТЄЛЬ*

ИО, 'ІТООЫ ВВОДИМЫЄ И ДЁІІІІІЫЄ ЭЛЕМЕНТЫ ВХОДНЛИ В ОДИН ТРЄУГОЛЬ-

НИК.

Задача 4. Плоский угол при вершине правильной четыреху-
гольной пирамиды равен ок, а высота - Іг. Определите обьем
пирамиды.

Решение. Пусть ЅО = х (рис.4). Проведем апофему ЅЕ. Из
АЅОЕ находим ІЭЕ = хвін%. СІ) = 2х$ін%. Таким образом,
У = %хЧ:він2%. Теперь ныразим х* через /1 и сп. Для этого

за '



рассмотрим треугольник ЅОІЭ. 5
Имеем .Ѕ`02= 502 + 002, но
ов = со-Ё = за/5$ьт%. пь- /

Ц /

О--... 4._І______....

этому хї = 1:2 + 2х2 він* ї , отку ' /
2: /22 /Ь-' _да х соза . Следовательно, / В С

4 3він2% / гы Е
У = -І: ---.З сова (4 В

Рис.4
Приведем решение этой зада-

чи, использующее введение вспомогательного угла. Пусть
4500 - ср. Из АЅВО получаем ВО= /:с1:3<р, СВ = Іь/їсІ:3ср.

Таким образом, У = %І13 0:32 єр. Осталось выразить сі:32 чр через

функции угла от _ Для этого введем вспомогательный отрезок ЅВ.
Пусть ЅВ = х. Тогда

ВБ = хзіп-Ё, ОВ = х\/Ёзіп%, созф = % = «/їзіп%.

Поэтом
У СОЅ2 Ф 251112 її-

еъддр = М = ---,1 - сов* єр сова
что приводит к полученному ранее ответу.

Вданном случае второе решение задачи оказалось несколько
длиннее первого.

Введение вспомогательного отрезка часто помогает при реше-
нии задач, в условии которых даны угол и какой-нибудь
нелинейный элемент (например, объем) и требуется найти
другой нелинейный элемент (повер-
хность, площадь сечения, объем исход- 9
ной или как-нибудь связанной с ней
фигуры).

Задача 5. В шар, площадь поверхнос-
ти которого 5, вписан конус. Угол меж-
ду образующей конуса и плоскостью
основания равен ов. Определите пло-
щадь полной поверхности конуса.

Решение. Если конус вписан в шар, то 14 В
центр шара лежит на высоте конуса либо рдс_5

1
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на ее продолжении за плоскость основания. Осевым сечением
рассматриваемой комбинации фигур является равнобедренный
треугольник, вписанный в окружность большого круга.

Если от 2 45° ,то центр шара О лежит на высоте конуса (рис.5).
Пусть ВВ = х; тогда из АОВО, находим О,В = хсоза.

.Ѕ`,, = пО,В(І)В + О,В) = пхсоза.(х + хсоза) = 2тсх2 созоъсозї %.

Очевидно, ДВОЕ = (ОВО, = ос н ОЕ = Из АООЕ получа-
2 2

ем 0О= 4- иЅ= 41:45- = откуда тих” = Ѕзіпїа.2$н1а 4зш от вт о.
Таким образом,

5,, = 2.Ѕ`зіп2 от созасозг % = Ѕвіп овэіп 20: сов* %.
Легко видеть, что проведенные рассуждения остаются в силе и

при от < 45°.
Упражнения
І. В ААВС дано: 4/1=%. 4В=%. Продолжении нысот треугольника

АВС пересекают оннсаниую около него окружность н точках М, М и Р.
Найдите отношение плошгдсй 11›сугольинконАВС н МПР.

2. Найдите отношение объема пранильпой п-угольной пирамиды к объему
пнисанпого в пес шара, зная, что окружности, описанные около основания
и боконых граней пирамиды, ранны.

3. Вершина пранильпой треуюльной пирамиды ннлиетси центром сферы,
которая касается плоскости оснонании пирамиды. Отношение площади
боковой поверхности пирамиды к площади поверхности сферы равно а.
Определите угол наклона боконого ребра пирамиды к плоскости оспонанич.

4. В конус нписан шар, понерхность которою рапна площади оснонании
конуса. Найдите косипус угла при вершине в осевом сечении конуса.

5. Найдите объем правильной треугольной пирамиды, :шаи плоский угол
(1 при нершнне и расстояние а от боконой грани до прпгипоположной ей
вершины основании.

6. Определите объем правильной четырехупъльной пирамиды, у которой
сторона основания равна а, а двуграппый угол между боковыми гранями
ранен 0..

7. Оснонапис пирамиды - примоупольпый треугольник с площадью О и
острым углом 0:. Боковая грань, проходящая через катет, который приле-
жит к данному углу, перпендикулярна к плоскости оенонаиии, дне другие
грани образуют с основанием углы, равные [З . Найдите объем пирамиды.

8. В шар, площадь поверхности которого 5, вписан конус. Угол между
образуюшей конуса и плоскостью оснонапнн ранен Ц _ Определите плошадь
полной нонсрхности конуса.



МЕТОД ВСПОМОГАТЕЛЬІ-ІОГО ЭЛЕМЕНТА

И. Кушнир

Решение большой группы задач по геометрии облегчается
введением дополнительных элементов, непосредственно не ука-
занных в условии задачи. Эти элементы могут быть длинами,
площадями, объемами, углами. С их помошью составляется
уравнение, где неизвестным будет искомый элемент или элемент,
с помощью которого легко найдется искомый. Иногда с помощью
этого элемента составляется не уравнение, а соотношение, требуе-
мое условием задачи.

ВСПОМОГАТЕЛЬНЬІЙ ЛИНЕЙНЬІЙ ЭЛЕМЕІ-ІТ

В планиметрических задачах линейный элемент или отноше-
ние линейных элементов удобно ввести, если рассматриваемые
фигуры подобны. Тогда с помощью пропорций или вспомога-
тельных геометрических построений составляется уравнение, в
котором введенный элемент как член уравнения сокращается, а
найти искомый не представляет большого труда.

Задача 1. Через некоторую точку, взятую внутри треуголь-
ника, проведены три прямые, соответственно параллельные
сторонам треугольника. Эти прямые разделяют треугольник
на шесть частей, из которых три - треугольники с площадя-
ми .Ѕ`,, 52, .Ѕ`д,. Найдите площадь данного треугольника.

Приступая к решению, эамечаем подобие треугольников с
площадями 5,, Ѕ2, Ѕд, (рис.1) и треугольника АВС с площадью
.Ѕ`. Кроме того, сумма длин сторон ВО, ОБ и РК маленьких
треугольников равна длине стороны ВС треугольника АВС.
Испольэовав эти стороны как вспомогательные элементы, полу-
чаем уравнения

доодогдгкг=т'ї=вг'ів“=те~
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Сложим их:

~/ї+~/Ёп/Ё то о<.:›+<2Б+і1< _,
\/Ё ВС '

Итак, .Ѕ`=(.,/Е+\/ї+`/її2 1 -
Вспомогательный отрезок рекомендуется вводить, если в усло-

вии задачи не даны линейные элементы и требуется найти
зависимость между углами.

на
О '11

ФМ

79 Ш Й
Ё:\)е=›м

Р
Рис. 1

Задача 2. Найдите косинус угла при основании равнобедрен-
ного треугольника, зная, что точка пересечения его высот
лежит на вписанной в треугольник окружности.

По условию ортоцентр Н треугольника АВС (АВ ==АС) должен
находиться внутри треугольника, поэтому 4А<90° (рис.2).
Введем вспомогательный элемент а - длину отрезка ВВ,
обозначим 4АВС через х, центр вписанной окружности - через
О. Тогда

лнсо = Ё-1, но = а±3(% -1) = дав.: = 200, ос= ещё,
откуда

х 2 х 1 2сс х=2І: -, І -=-, со$х=-.3 3 2 3 2 5 з
Особенно большое значение имеет введение вспомогательного

ЭЛЄМЄНТЗ ДЛЯ НЗХОЖДЄНИЯ ОТНОШЕНИЙ РЗЗЛИЧНЬІХ ГЄОМЄТРНЧЄСКНХ
ВЄЛИЧНН.

Задача З. Большее основание правильной усеченной четыре-
хугольной пирамиды образует с боковой гранью угол сх, а с
плоскостью, проходящей через противолежащие стороны вер-
хнего и нижнего оснований, - угол В. Найдите отношение
площадей оснований.
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Введем вспомогательный
элемент а - длину стороны
большего основания пирами- ,4
ды (рис.3). Площадь этого
основания будет а2. Длину
стороны верхнего основания
можно выразить через а, ок
и В. Рассмотрим равнобед-
ренную трапецию ЕЕ,Р}Р`,
получающуюся в сечении
пирамиды плоскостью, пер- А а
пендикулярной основаниям Рисд
и проходяшеи через середи-
ны сторон АВ и СВ. Введем еще вспомогательные отрезки Е,Н =
= /1, ЕЦ] = х. Тогда

нг=%(ь+х), вн=%(г-1),

Ьь-Щ ,таЧ»ьіп

1; = нгьгв = %(а+ .е)±3|з = внсда = %(а- лида.
Получаем уравнение (а + х)і3|З = (а - х) 1:30: , откуда

х_ азіп(о:-В)_ _3 2,-?*_ $іпЁ*(о.-В)
зін(о:+|3) ' 5 ад $іп*(о1+В)'

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ ЭЛЕМЕНТ _- І"ІЛОІ.ЦАДЬ ИЛИ ОБЪЕМ

Введение площади и объема в качестве вспомогательного
элемента аналогично введению линейного элемента. Сравнивая
площади и объемы отдельных частей фигуры, можно получить
или уравнение относительно неизвестных задачи, или необходи-
мое соотношение. Лучше находить те площади и объемы, сумма
(разность) которых дает площадь заданной фигуры, а также
отношение площадей тех фигур, у которых линейные элементы
- либо искомые, либо являются компонентами необходимого
соотношения.

Задача 4. Через центр правильного треугольника проведена
прямая, параллельная основанию. На этой прямой внутри
треугольника взята произвольная точка М. Докажите, что
расстояние от точки М до основания треугольника есть
среднее арифметическое расстояний от точки М до боковых
сторон треугольника.

Пусть 11,, Іъд, Іг, - расстояния от точки М до сторон треуголь-
ника ВС, АВ, АС соответственно (рис.4). Ясно,' что Ѕммд +
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+ЅШ.,,д + Ѕммс = Ѕмдс, или а/1, + а/ад + ап, =а/1, гдеа - сторона
треугольника АВС, І: - его высота. Итак, І: = із, + Ь, + 113, но
Із,=-;-,поэтомуІъд+Іг,=І:-І1,=-Ё-І:=2І1,,І1,=%.

Задача 5. Дан четырехугольник АВСВ, описанныи около
круга. Докажите, что квадраты расстояний от центра ок-

А , сс”Ё1 95іівг Ъ ЬВ С А . В
Рис.4 Рис.5

ружности до противоположных вершин относятся как произ-
ведения сторон, сходящихся в этих вершинах.

Обозначения приведены на рисунке 5. Требуется доказать, что

їїуг ьг°
Высоты треугольников АОВ и ВОС равны, поэтому

5 а_.Ас!Ш='_=- (1)Ѕш Ь'
С другой стороны,

Ёп _ ховіпсрз 0 (2)
Ѕыюс З/25іП (Рв

Докажем, что він ср5 = він Фв- Для этого заметим, что ср, + ср, +
+ср;, + ср, = 11: (это половина суммы всех углов четырехугольни-
ка). Ф. "' Ф2 "' Ф5 = 1:. ср, + срд + срб = 1:. Отсюда следует, что
ср,, + ср,, = 1:, віпсрз = віпср,,, и из формулы (2) получаем

Е;-Е (2')
Ѕвос: Ё/2 .

Из соотношений (1) и (2 ) имеем 33 = -4-, аналогично Ё= Ё.уг Ь уо с
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а2
ПЄРЄМНОЖИВ ПОСЛЄДННС ДВЕ РЄІВЄНСТВЗ, ПОЛУЧНМ %=-Ё? З

разделив первое из них на второе, получим 7 = -.
2Разберем задачу, где вспомогательным элементом будет объем.

Задача 6. В треугольной пирамиде боковые ребра взаимно
перпендикулярны и равны а, Ь, с. Высота пирамиды, опущенная
из вершины на основание, равна 1:. А
Докажите, что ь

1 1 1 _ 1 д\
а \ 5

02 сс! у
аЬ

Вычислим объем пирамиды двумя
способами: считая ее основанием в
первом случае треугольник АВС ~ Б
(рис.б). а во втором - грань АМС. ц `
Пусть МА = а, МВ = Ь, МС = с, М С
МО = 1:, АВ.І.ВС. Тогда АС = рт-5
=\/е*+г*, вс = с/ь*+<:*, Ав = ~!а*+ь*. далее. мотвс
(почему?), из АВМС имеем ВВ-ВС = ВМ2, откуда

в1:›= Ь2
\/Ь2+с2 -

но ц в 1 ь а .

АВЗ = АВ2_ВВ2 = агьг +а2С2 +Ь2Сг

Ь2+с2 '

ваш; = Ёвс - но = %«/ь” + В -1,-_-----дыЪўїў “сд =

=%\/а2Ь2 + ааа* + Ь2с2 ,

1/,,,,,,,С = %І:»/а2Ь* + а*с2 + Ьдсї . (З)
Если основание - треугольник АМС, то

1/,,,,,,,, = Ёььь. (4)
Сравнивая (З) и (4), получаем: %Іг\(а2Ь2 +а2с2 +Ь2с2 = ёаос,
откуда (азог + а2с2 + Ь2с2 )Іг2 = а2Ь2с2. Разделив обе части
последнего равенства на а2Ь2с2л2 , получаем требуемое равенство.

Задача 7. Докажите, что обьем пирамиды, описанной около
шара, вычисляется по формуле У = ЁЅ - т, где т - радиус шара,
вписанного в пирамиду, .Ѕ` - полная поверхность пирамиды.
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А
С

5 Разобьем исходную пирами-
_ ду на части, каждая из кото-

рых является пирамидой с вер-
В шиной в точке О (в центре

шара), основаниями этих пи-
рамид будут грани исходной

тп пирамиды (рис.7). Объем ис-
ходной пирамиды 1/ равен сум-
ме объемов этих пирамид И,
1/,, \/,_. но ц= ёв,-г, так
как высотой пирамиды И яв-

В
Рис. 7

ляется радиус т шара, прове-
денный в точку касания шара и

грани. Отсюда І/ = И + И, + + У, = %(Ѕ, +5, + + Ѕ,,)г=
= её-Ѕг _ Заметим, что утверждение задачи верно и для произволь-
ного мпогогранника, в который можно вписать шар.

ВОГІОМОГАТЕЛЬНЬІЙ ЭЛЕМЕНТ т УГОЛ

Если искомые или заданные элементы удобно выразить с
помошью тригонометрических функций, то вводится вспомога-

тельный угол. Затем с помощью
теоремы синусов или косинусов ре-
шением треугольника находятсяВ
компоненты для записи некоторого
условия в виде уравнения.

р 1 Задача 8. Через центр правиль-
В ного треугольника в плоскости

этого треугольника проведена про-
извольная прямая. Докажите, что

А С сумма квадратов расстояний от
рт-;_д вершин треугольника до этой пря-

мой не зависит от выбора прямой.
Пусть точка О - центр треугольника АВС (рис.8). Точки О,

Е, Р - соответственно проекции вершин А, В, С на прямую І,
К - радиус окружности, описанной около треугольника АВС.
Введем вспомогательный угол ср, обозначив им АВОЕ. Тогда

4Аов=.4Аов-4вов=<р-%, .гсоЕ=%-ср, вв=$іь<р,
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АО = Квіп(ср - -7%), С!-` = Квіп(% - ср) = Квіп[ср +%:-) ,

АБ* + ВЕ2 + СР* = КЗ (віп2 ср +віп2(ср - +віп2(ср + = ЁК2

(проверьте самостоятельно, что сумма квадратов синусов в
последней формуле равна Ё).

Задача 9. В основании прямоугольного параллелепипеда
АВС0А,В,С,В, лежит квадрат со стороной а. Через диагональ
АС нижнего основания АВСВ проведена плоскость, пересекаю-
щая верхнее основание А,В,С,0,. В трехгранные углы В и І),
вписаны шары, касающиеся этой плоскости и имеющие радиу-
сы г = Ё, К = %. Найдите высоту параллелепипеда.

Диагональное сечение ВВВ,0, параллелепипеда (рис.9) прои-
дет через центры шаров О и 0,. Пусть І, и Ь, - точки касания
шаров и оснований параллелепипеда, М и М, - точки касания
шаров с данной плоскостью (мы пока не знаем, расположены ли
они вне параллелепипеда или внутри него, но нам это н не
понадобится), ОР и О,Е, - биссектрисы углов НОІ. и М,О,Ь,
(точкаї - середина ВВ), ЕЕ, - высота параллелепипеда, ОЬ=
= ОМ = г, 0,1., = О,М, = К. Положим АВРЕ, = 2ос, 515, = х,

2Е,В, =у, РЕ=г. Тогда І:= гс32ес,г=РВ - ВЕ=%- - у,

у=а\/Ё-х-В,1.,=а\/Ё -х- К»/Ёиг=х+Н«\/Ё-%/ї=
4.

ЁШФЁІЮН5ЪО

Из подобия треугольников О,О,Е, и ОЬР следует, что - =

=Ё}.1=1.=гв - 1,в=%_Ё - г,/ї=%;х=%е,/5,.-г=_
Из треугольника ОЬР находим 1:30: = -7% = %, откуда І: = -

01 1-1 1 5.дъ у Вт
Йїїашташ С. ..._ В.

т ' , ъ@'
Рис.9
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Задача 10. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды
равно Ь, угол между боковыми гранями равен ср. Найдите
сторону основания.

Опустим из точек В и С перпендикуляры на боковое ребро АЅ
(рис. 10). Легко убедиться, что основанием обоих этих перпенди-

5 куляров является одна точка В (дока-
жите!), а потому 4ВВС=ср.

Введем вспомогательный угол 4ВА.Ѕ`=
= ос и проведем апофему ЅК пирамиды.
Ясно, что АВ = 2АК = 2Ьсови . Следова-

Б _ тельно, для решения задачи достаточно
А е С`

В

вычислить сова. Так как ес < 90°, то из
треугольника ВАО имеем о: = агсвіп

Рис. 10 В свою очередь, длина отрезка ВВ оп-

ределяется из треугольника ВЬО (01. - высота треугольника

ВВС): ВВ =і = --4-Ё-. Таким образом, ос = агсвіпд-,
він 2 2віп Ё 2віп $-

откуда 2 2 2

лв=ь 4-+.
він* %

Упражнения
1. ВтреугольпикАВС пписанаокружпость, касающаяся стороныАВ вточке

О и сторсппн ВСнточке Е. Найдитеуглы11и:угольника. если % = % ,Ё = .

2. В пранильпом тстраэдре АНС0 отрезок МН соединяет середину ребра
АС с центром грани ВОС, а точка Е лежит на середине ребра АВ. Найдите
угол между отренкамн МЫ и НЕ.

З. В трапеции, основания которой равны а и Ь, через точку пересечении
диагоналей проведена прямая, параллельная оснонапиям. Найдите длину
отрезка этой прямой, отсекаемого боковыми сторонами трапеции.

4. Дан треугольник АВС, на стороне АС винта точка Е так, чтоАЬ':ЕС =а,
на стороне АВ нзята точка О так, что /10:05 = Ь. Пронедены отрезки СВ
и НЕ. Найдите отношение площади получипшегося четырехунольника к
площади данного треугольника.

5. В шар вписапа пирамида, боковые ребра которой равны с. Основание
се - прямоугольник, стороны которого стягинают дуги сс и В радиан н
сечепиях шара плоскостями боковых граней. Определите радиус шара.

6. На окружности радиусом В даны две точки А и В. расстояние между
которыми ранно І. Какое наибольшее значение может принимать сумма
АС2 + НС2, если точка С также лежит на :-этой окружности?

7. Двуграпный угол при боковом ребре правильной четырехугольной
пирамиды равен сх, радиус пнисанпого шара равен К. Найдите полную
поперх ность пирам иды _



ОТНОШЕНИЯ ОТРЕЗКОВ, ПЛОЩАДЕЙ И ОБЪЕМОВ

Г. Дорофеев

Программа школьного курса геометрии построена, как извест-
но, так, что учащиеся десятых и одиннадцатых классов решают
в основном задачи по стереометрии, а планиметрические задачи
появляются в их практике лишь в связи с применением тригоно-
метрии. Это, конечно, совершенно естественно, однако на всту-
пительных экзаменах такое положение вещей сказывается дале-
ко не лучшим образом: поступающие, неплохо справляясь с
задачами, поддающимися прямому (иногда весьма громоздкому)
тригонометрическому расчету, становятся в тупик перед сравни-
тельно простыми задачами, для решения которых требуется
лишь активное владение стандартными и, в общем, хорошо им
известными теоремами планиметрин.

Отсюда вытекает очевидный вывод: при подготовке к вступи-
тельным экзаменам особое внимание следует уделить активиза-
ции геометрических знаний, полученных еше в 7 - 9-х классах,
следует решать больше задач, требующих «чисто геометричес-
ких› идей.

Подчеркнем сразу же, что здесь не идет речи о каком-то
протнвопоставлении чисто геометрических и тригонометричес-
ких методов решения задач. Напротив, наиболее успешным
может быть именно их разумное сочетание, и тогда на экзаменах
не будет встречаться стремление с помощью головоломных
вычислений решить простую геометрнческую задачу или, наобо-
рот, рассматривать многочисленные подобные треугольники в
задачах, где введение тригонометрических функций является
естественным и оправданным путем к решению. Научгггься
разумно сочетать эти методы - главная задача при подготовке
к вступительным экзаменам.

В ЭТОЙ СТЕІТЬЄ МЫ РЗССМОТРИМ ЗДДЗЧН, СВЯЗЕІННЫЄ С ДЄЛЄННЄМ

отрезков, площадей и объемов в некотором отношении. Мы
убедимся, что задачи подобного рода совсем не сложны и, во
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всяком случае, их объективная сложность не соответствует тем
затруднениям, которые они обычно вызывают у поступающих.

Начнем с совсем простой задачи, которую, однако, решили в
свое время совсем немногие поступающие.

Задача 1. Точка К делит меднану АВ треугольника АВС е
отношении 3:1, считая от вершины. В каком отношении
прямая ВК делит площадь треугольника АВС?

Не составляет труда заметить, что треугольники ВАЕ и ВЕС
(рис. 1) имеют общую вершину, и их основания лежат на одной

А прямой, так что искомое отношение
их плошадеи равно отношению длин
отрезков АЕ и ЕС, и таким образом,
требуется узнать, в каком отношении

Е прямая ВЕ делит сторону ВС.
Р Представляется совершенно очевид-

ным, что прямои вычислительный путъ
(ввести, например, вспомогательные
элементы - длины сторон или вели-
чины углов) связан с большими труд-

ностями и вряд ли приведет к успеху. В то же время естественно
отыскивается чисто геометрическая идея решения. В самом деле,
нам нужно узнать, в каком отношении делится одна сторона угла
ВАС, а известно, что его вторая сторона разделена на 4 равных
отрезка. И теперь уже не может не прийти на память теорема
о делении сторон угла параллельными прямыми, и уж, конечно,
совершенно естественно провести через точки деления медианы
прямые, параллельные ВК. Тогда на стороне АС возникают
четыре равных отрезка. Что же касается пятого отрезка РС, то
ведь еще надо воспользоваться тем, что АВ - медиана, так что
ВР - средняя линия треугольника ВСЕ, и следовательно,
РС = ЕР.

Таким образом, сторона АС разделена на 5 равных отрезков,
и искомое отношение равно 3:2.

Если дополнительно обдумать предложенное решение, то
станет ясно, что таким же способом можно решить и более общую
задачу: вместо отношения 3:1 можно рассмотреть произвольное
деление отрезка АВ, и более того, в решении существенно не то,
что АО - медиана, а лишь то, что точка О делит ВС в известном
отношении.

Решите самостоятельно эту более общую задачу.
Задача 2. На боковых сторонах АВ и АС раенобедренного

треугольника АВС взяты точки К и І. так, что АК :КВ = 2,

В В С
Рис. 1
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А[.:І.С = 1/2. В каком отношении прямая КЬ делит вы-
сотуАБ?

Идея решения этой задачи - та же,_что и предыдущей, а само
решение очевидно из рисунка 2: искомое отношение равно
2х:(х + у), а но условию 13%-'їЕ= -Ё-,
откуда Зх = 2у, и следовательно,

А = _2_ = А
х+ у Н у_ 5 '

_ І К

И снова оказывается, что факти- у
чески мы решали более общую зада- ї _ _
чу: равенство сторон треугольника В Б С
АВС понадобилось нам лишь для РИ0.2
того, чтобы считать высоту АБ меди-
аной, так что аналогичным способом можно решать задачу для
произвольного треугольника. в котором известно, в каком отно-
шении делят его стороны точки Б, К и Ь.

Очень часто в задачах, предлагаемых поступающим, возникает
необходимость вычислить площадь отсекаемой части многоу-
гольника или объем отсекаемой части многогранника, если
каким-то образом заданы точки деления сторон или ребер. В этих
задачах чрезвычайно полезны следующие утверждения:

(1) Если в треугольнике АВС АК = окАВ, АЬ = ВАС, то

Ѕмкь = “В-Ѕмнс -

(2) Если в треугольной пирамиде ЅАВС ЅК = о±.Ѕ`А , ЅЬ = БЅВ,
ЅМ = 'ҐЅС › тд їбчклм = а|3ї\Ёчлг°:с-

Утверждение (1) наиболее просто доказывается применением
о м лы площади треугольника 5 = 1-Ьс$іпА, а утверждениер У 2

Ё». І*

_ МЄТОДОМ <ПОСЛЄД0ВІ1ТЄЛЬНОГ0 ОТСЄ'ІЄНИЯІ›І ОТ ПНРЕІМНДЫ

ЅАВС надо перейти к пирамиде ЅАВМ , затем к ЅАЬМ и ЅКЬМ.
Эта идея приводит к простому решению следующей задачи.

Задачи 3. В треугольнике АВС проведены биссектрисы АБ и
СГ углов ВАС и АСВ. Найдите отношение площадей треуголь-
ников АВС и АРБ, если АВ = 21, АС = 28, СВ = 20.

Треугольник АРБ (рис.3) может быть получен из АВС следу-
ющим образом: сначала отсекается треугольник АБВ, а от него
- треугольник АРБ. Для подсчета искомого отношения вос-
пользуемся теоремой о том, что биссектриса внутреннего угла
треугольника делит противоположные стороны на части, про-
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порциональные прилежащим сторонам. Имеем
Ё = 2.1.1 = Ё Щ = ёії. = 5.
БС АС 4' РА СА 7'

откуда (с помощью производных пропорций)
22 = Ё Щ =і
ВС 7' ВА 12°

Следовательно,
5 _і.5 __1....3..5 .-і5 .МРП-12 ДАВ0_-12 7 А/ІН(,“4 Ь/І8(,›

так что искомое отношение равно 4. _
В В

Р 9 м К

д С А -І. С
Рис.3 Рис.4

Задача 4. Дан треугольник АВС площадью 1. На его медианах
АК, ВІ. и СМ взяты соответственно точки Р, О и В так, что
АР = РК, ВО = Ё-01., СК = -ЁКМ. Найдите площадь треу-
гольника РОК.

Пусть О - точка пересечения медиан (рис.4); искомую
площадь подсчитаем как сумму площадей трех маленьких треу-
гольников с вершиной О. Треугольник ОРО получается из
треугольника ОАВ отсечением на его сторонах отрезков ОР и
ОО; при этом АР = ЁАК, АО = -ЁАК, так что ОР = ЁАК =
=%АО. Аналогично, ОО = ЁОВ, поэтому

1
Ѕаоео = ЁЅдолв-

С другой стороны, нетрудно видеть, что Ѕмдд = %Ѕмд,с , так что

Ѕаощз = й ~

Подсчитав аналотчно Глощади треугольников ОРН и ООН,
получаем, что Ѕ,,рд,д = її.

Задача 5. В прямой треугольной призме АВСА1В.С., у кото-
рой АС = 6, АА, = 8, через вершину А проведена плоскость,
пересекающая ребра ВВ, и СС, соответственно в точках М и
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М. В каком отношении делит эта плоскость обьем призмы,
если ВМ = МВ., а АМ - биссектриса угла САС.?

Леп-:о видеть, что отношение объемов пирамид АСВММ и
АСВВ.С. равно отношению площадей их оснований, а для
нахождения этого отношения следует наїпи, в каком отношении
делит точка Ы ребро СС. (рис.5). Последнее отношение легко
находится: по теореме Пифагора АС. = 10 и по теореме о
биссектрисе СМ:МС.= 3:5.

Теперь нетрудно подсчитать, что Ѕсдмд :$<;.т,.;,=7І 15. Н ПОЭТОМУ
_ 7Уясимн - Ё 1/яс1ш.с. -

С другой стороны, пирамида АСВВ1С1 дополняется до всей
призмы пирамидой А.А.В.С., объем которой составляет 1/3 объе-
ма призмы, так что объем пирамиды АСВВ.С. равен 2/З объема
призмы. Следовательно, объем пирамиды АСВММ составляет
7/24 объема призмы, и искомое отношение равно 7:17.

5
І В1

А1 м
С1

,Д СА ' с
Рис.5 РИс.6

ее
Задача 6. Сфера проходит через точки А, В, С, Б и

пересекает отрезки ЅА, ЅВ, ЅС и ЅБ в точках А., В., С., Б.
соответственно. Известно, что ЅБ. = 9/4, ББ. = 47/36,
отношение площадей треугольников .Ѕ`А.В. и ЅАВ равно 15:32,
отношение объемов пирамид ЅВ.С.Б. и ЅВСБ равно 1701 :4096,
а отношение объемов пирамид ЅА.В.С. и ЅАВС равно 105:256.
Найдите отрезки ЅА., ЅВ., ЅС..

Легко понять, что в задаче речь идет о четырехугольной
пирамиде ЅАВСБ, на ребрах которой взяты точки А., В., С., Б.
(рис.б). Для решения задачи запутанные данные об опюшеннях
площадей и объемов сведем к отношениям соответствующих
отрезков. Составив систему равенств

2а.іё±=1ё ёь.ёЕ±._-'і.&=__1701 і=1т..~ї1.Е.=19ё.за вв 32* вв зс зо 4096* за вв вс 256
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и учитывая, что .Ѕ`Б.:ЅБ = 81 :128, находим
21.1 _ 2 Ё _ ё Е. _ 1
ЅА _8' ЅВ-4” .Ѕ`С_8'

С другой стороны, отрезки ЅА, ЅВ, ЅС, ЅБ являются секущи-
ми сферы, о которой идет речь в условии задачи, и поэтому все
произведения этих секущих на их внешние части равны квадрату
касательной к сфере, проведенной из точки 5 (здесь мы пользу-
емся очевидным, но не доказанным утверждением о касательной
и секушей для сферы, аналогия его с соответствующим утвер-
ждением для окружности не является, разумеется, доказательст-
вом; докажите это утверждение самостоятельно). Таким обра-
зом, 5,4,-за = вв.-вв = $с,~5с = зо.-во = %~1% = з.

Теперь не составляет труда найти требуемые отрезки:
Ѕл.=~/5, зв.=~/5. Ѕс.=~/ї.

Упражнения
1. На сторонах выпуклого четырехугольника АВСБ площадью 1 взяты

точки: К на АН, І. на ВС, М на СБ и М на БА. При :›1'омАК:КВ = 2:1,
В!.:І.С = 1:3, СМ:МБ = 1:1, БМ:НА = 1:5. Найдите площадь пнестиуголь-
ника АКЬСМН.

2. В треугольнике АВС биссектрисы АБ и НЕ пересекаются в точке О.
Ні1і1}[Н'І12 П'І'І~І0ІІІСІІНС ІІЛОІІ[Щ|_І*І 'І'|×3уІ'0.1ІІвІІІ›'ІКа'/1 К ІІ.›'ІОІІІ,а}|,Н ЧС'І'І|ІрСКУІ'О}ІІ›'

ника ОБСЕ, зная, что ВС = а. АС = Ь, АВ = с.
3. В треугольнике АВС угол А равен 45', а угол С острый. Из середины

стороны ВС онушен нернендикуляр НМ на сторону АС. Площади треуголь-
пикоп ММС и АНС относятся кнк 1:8. Найдите углы треугольника АВС.

4. В нараллелограмме АВСБ точка Е делит пополам сторону СБ,
биссектриса угла АВС пересекает отрезок АН в точке О. Найдите площадь
четырехугольника ОВС/Ё, Зная, что АБ = а, БЁ = Ь, А/130 = (І.

5. Плоскость пересекает боковые ребра Ѕ/1, ЅН, ЅС пирамиды ЅАВС н
точках К, І-, М соответственно. В каком отношении делит эта плоскость
объем пирамиды, если ЅК:К/1 = .Ѕ`І.:І.В = 2:1, а меднана ЗМ трсушльника
ЅВС делится зтой плоскостью пополам?

6. Плоскость пересекает ребра А.В., В.С. и ВС треугольной призмы
АНС/1.Н,С, н точках М, Н и Рсо-отппепстивепннъ. В каком отношении делитзта
нлоско1ггьобт›емнризмькесли В,М :А.Н, = 1:2, Ь'.~:Н,С, =2:І3, ВР:СВ = 1:3?

7. Сформулируйте утверждения І и 2 той статьи для случая, когда точки
К. 1., М лежат не на самих сторонах (ребрах), а на их нродолженнях.

8. Точки А, Н, С, Б, Е, І-` лежат на сфере радиусом ~/2 . Отрезки АБ, НЕ
и СР нсресекаю'пся нточке.Ѕ`, находящейся на расстоянии 1 от центра сферы.
Объемы пирамид ЅАВС н ЅБЕІ-` относятся как 1:9, пирамид ЅАНР н ЅБЕС
- как 4:9, пирамид ЅАЕС и ЅБВР - как 9:4. Найдите отрезки ЅА, ЅВ, ЅС.

9. Точки К, І., М делят стороны АН. НС и СА треугольника АНС
соответственно п отношении (І: В, 'ї : Б , р:0' (считая каждый раз от
вершины,уномянутойпервой), причем сс + В = 1 + 8 = р + 0” =1. Вкаком
отношении прямая КМ делит отрезок /11.? В каком отношении прямая ВМ
делит СК?



НАШ ВЫБОР - ТЕОРЕМА СИНУСОВІ

Я. Суконник, П. Горнштейн

Во всяком треугольнике АВС стороны ВС = а, СА = Ь, АВ =
= с и углы ДСАВ = АА, ААВС = АВ, АВСА = АС связаны сле-
дующими важными соотношениями.

Теорема косинусов. Квадрат произвольной стороны равен
квадрату другой стороны плюс квадрат третьей стороны
минус удвоенное произведение этих сторон на косинус угла
между ними, т.е.

ад = Ь* + сд - 2Ьссоз АА, Ь* = с* + а* - 2сасоз ДВ,
с* = аї + Ь* - 2аЬсоз ДС.

Теорема синусов. Произеольная сторона равна произведению
диаметра описанной окружности на синус противолежащего
угла, т.е.

а=2Рмп4А,Ь=2КмпДВ,с=2КмпДС,
или, в более употребимой форме,

_а_Ь=с=2д
він АА зіп АВ зіп АС '

Но если бы вам предложили пользоваться лишь одной из этих
двух теорем, а вторую отбросить, какую бы вы оставили? Из
теоремы синусов можно вывести теорему косинусов, а из теоре-
мы косинусов - теорему синусов (правда, без коэффициента
пропорциональности 212 - как в школьном учебнике). Но
теорема синусов позволяет выражение, однородное относитель-
но сторон а, Ь, с треугольника, заменить новым выражением,
содержащим лишь тригонометрические функции. А поскольку
эти функции в средней школе достаточно хорошо изучены,
дальнейшее решение задачи не вызовет затруднений. Итак, наш
выбор -- теорема синусов!

Теперь перейдем к примерам.
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Задача 1 (теорема Птолемея). Докажите, что для всякого
четырехугольника АВСБ, вписанного в круг, справедливо соот-
ношение АВ -СБ + ВС- БА = ВБ- АС.

В Поскольку все эти шесть отрезков
а являются хордами одной и той же

...д-В+д окружности, то, удачно выбрав опи-
В-а * С рающиеся на них вписанные углы, мы

вправе ожидать от применения теоре-
О мы синусов простого рационального

решения. Действительно, обозначив
АВАБ = АА, ААВС = АВ, ДСАБ =

АВ = о:(рис. 1), получим
2вяс=2А-е, .мво= дв-в,

Р"°-' 2ясв=т:-гл-2в+в.
По теореме синусов
АВ = 2Кзіп(4А + ДВ - оп), ВС = 2К$ін(4А - о:),СБ = 2Взіпа,

БА = 2Кзіп(4В - о:),ВБ = 2Квіп АА, АС = 2К$іп4В ,
следовательно,
АВ-СБ + ВС- БА = 4К*зіп(4А + АВ - ос)-зіпо: +

+зіп(4А - ос) - зіп(4В - сп) = 2Н2|соз(.4А + АВ - 2:1) -

-соз(АА + 4В) + соз(4А - АВ) - соз(4А + АВ - 2а)| =
= 41225111 .4А$іп АВ = (2Н$іп ДА) - (2Кзіп ДВ) = ВБ- АС.

Наиболее естественным выглядит применение теоремы сину-
сов в тех случаях, когда в задаче идет речь о сторонах,
противолежаших углах и радиусе окружности, описанной около
треугольника.

Задача 2. Дан треугольник, основание которого равно а, а
угол при вершине ов. Построена окружность, проходящая через
центр внисаниого в этот треугольник круга и концы основания.
Найдите ее радиус.

Пусть О (рис. 2) - центр пписанного круга. Тогда

дзос = 1во°-довс - госв = тзо°-% - % = 9о°+%.
Поскольку треугольник ВОС вписан в искомый круг, по

теореме синусов найдем радиус этого круга:

д =і= ._._.<1______ =4
25111 АВОС 2Ѕі“(90.+ _.Ё_) 2соЅ%
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Задача 3. В равнобедренном треугольнике угол при основании
равен а. Высота, опущеннал на основание, больше радиуса
вписаниого круга на т. Определите основание треугольника и
радиус описанного круга.

Пусть вновь О - центр вписаниого круга (рис. 3). Тогда

яо=яо-оо=/1,,-г=т, мос=9о°+-Ё-, 2Асо=-Ё-Ь.
Поэтому, применив теорему синусов дважды (для треугольни-

ков АВС и АОС), получим

_ швы: щащвдн-Са: _ . 9.
ВС-/*С він4В АОвіпААСО він4В 2тс°Ьа сс82'

д, АС яовшхяос '"$і"(9°°" _ т
2вінАВ 2він4АСО-він4В 2Ѕі“%_Ѕі“а _ 4Ѕі“2%'

Задача 4. Около круга описан четырехугольник АВСБ, диа-
гонали которого пересекаются в точке Е. Радиусы окружнос-
тей, описанных около треугольников АБВ, ВЕС и СЕБ, соот-
ветственно равны К., К; и В.. Най-
дите радиус К окружности, описан- 4 С
ной около треугольника АЕБ. В/ `

Чстырехугольпик АВСБ (рис. 4) ,
описан около круга, поэтому выпол-
няется равенство АВ + СБ= ВС +АБ.

Кроме того, › «

він ААЕВ = віп4ВЕС = А А В

= він АСЕБ = він ДБЕА . Рис_4

57



Поэтому
АВ + СБ _ ВС + АБ

він4АЕВ вінДСЕБ вінДВЕС вінДБЕА'
Теперь по теореме синусов получим К. + Нд. = К.. + Н, откуда

А С

Н=Н|-К2+В;.

Иногда в задачах бывает необходимо
перейти от данного известного отношения

0 сторон или отрезков к соотношению меж-
ду углами треугольника. И это удобнее
всего делать с помощью теоремы синусов.

В

Задача 5. В равнобедренном треуголь-
нике АВС (АВ = ВС) проведена медиана

Рис.5 АБ. Найдите угол ВАБ, если угол при
вершине В равен оп.

Из треугольника АВБ (рис. 5), в котором АВ = 2ВБ, следует
по теореме синусов

АВ він ДАБВ _$і“(°*'*' двдд) _ - _2 ' во ' вы двло Гдвяо ' Ѕ'“°' “ддвдд "°°$°"
Отсюда

ДВАБ = агсс±3 .

Задача 6. В данный правильный треугольник вписан второй
правильный треугольник, причем отношение их площадей равно
З. Докажите, что стороны вписаниого треугольника перпенди-
кулярны соответствующим сторонам данного треугольника.

Леп<о доказать (докажите!). что АР равно ВБ (рис. 6). Теперь
из подобия треугольников АВС и БЕР из теоремы синусов имеем
_`/5: 2мщ,;_АВ=АР_+РВ_ВБ+РВ_=

Ѕддд.: БР БР БР БР

= 51.. двд) + 51.1431); _ він(120°-4ВБР)+він АВБР _
він ДБВР він ДБВР _ віп60° _

= 2<;<›±=(во°-гвог), <:<›=~,(во°-хвог) = ё- , гвог = 9о°
(тогда РБ.І.ВС) или АВБР= 30° (тогда РБіАВ).

Задача 7. В треугольнике АВС угол С - тупой; биссектриса
ВЕ угла В делит сторону АС на отрезки АЕ и ЕС с длинами З
и 2. Известно, что точка К, лежащая на продолжении стороны
ВС за вершину С, является центром окружности, проходящей
через точки С, Е и точку пересечения биссектрисы угла В с
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биссектрисой угла АСК. Определите расстояние от точки Е
до стороны АВ.

Очевидно, что искомое расстояние ЕН (рис. 7) будет найдено,
если станет известным він ДА. Но сначала найдем зависимость
между углами треугольника АВС . Пусть Б - точка пересечения
биссектрис углов В и АСК. Проведем хорду ЕР, тогда ДЕБС =
= ДЕРС , но

гвос = госг - говс = Ёмсг-% =
_ (1з0°-гс)-2а_ _ д.

2 2 *

\Ф

хвгс = эомгвсг = эо°-(1во°-гс) = гс - 9о°.
ПОЭТОМУ

4244 = гс-9о°, 2с=9о°+-Ёі.
По теореме синусов и свойству биссектрисы из треугольника

АВС имеем
2_ЕС_ВС_він4А_ віцА _2- АА
з Аг Ав яп2с Ѕі“(90+ ШТ*

він-'%А4=%, віп4А=%Ё, ЕН=АЕ-віп4А=-`%.

Бывают случаи, когда в задаче появляется произведение
нескольких отношений отрезков. И здесь применение теоремы
синусов приводит к простому решению.

Задача 8. Дан треугольник АВС, причем АВ = АС и АА = 80°.
Внутри треугольника АВС взята точка М такая, что ДМВС =
= З0°, а (МСБ = 10°. Найдите угол АМС.

Обозначим искомый угол ДАМС через х (рис. 8). Очевидно,
что ААВМ = 20°, ААСМ = 40°, ДСМВ = 140°, и тогда
4АМВ=220° -- х. (вогласно условию и по теореме синусов из
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треугольников АМВ и АМС имеем

,_ _яв = дв _ яд : “(220”-1)_вы4о° =__
АС АМ АС він 20° вінх

_ 2він(х - 40°) -сов 20° _ він(х - 20°) + він(х - б0°)
" ___ї1г__ ' він х '

він х - він(х - 60°) = він(х - 20°), 2він З0°- сов(х - 30°) = він(х - 20°) ,

сов(х - З0°) = сов(110°-х), х = ААМС = 70°.
Задача 9. В выпуклом четырехугольника АВСБ даны углы:

АВАС = 15°, АСВБ = 90°, ДБСА = З0', ААБВ = 75°. Найдите
угол между диагоналями.

Обозначим ААЕБ через х (рис. 9). Тогда ААВЕ = х - 1Ѕ°,
.СВСЁ= = 90°- І, ДСБЕ= І - З0°, 11)/1Е= =105° - І, И из
треугольников АБВ, ВЕС, СЕБ и БЕА по теореме синусов имеем

_ Ад = він(х- 15°)
ВЕ він 15° '

Ё = $ін(90°-х) 2; = він(х-З0°) Ё = Ѕіп(105°-х)
СЕ Ѕі1'І90° ' БЁ $111 30° ' НЕ Ѕіп 75° °

Перемножая почленно записанные равенства, после сокраще-
ния одинаковых сомножителей получим

він(х - 15°) - віп(90°-х) - він(х - 30°) - віп(105°-х) =

=він15°-він90°-вінЗ0°-віп75° ,

І2 він(х - 15°) - віп(105°-хн -'2він(х - З0°) - віп(90°-хн =
=2він15°-сов15°,

во



|с<›$(а: - 12о°) - сов 9о~| ~|в›в(2; - 12о°) - сь$со°| =
2сов2(2х- 12О°)-сов(2х- 120°)- 1 = 0,

откуда искомый угол равен 60°.
Упражнения
1. В окружности с радиусом К проведены дне хорды: АВ и АС. На хордс

АВ или на ее продолжении за точку В взята точка М, расстояние от которой
до прямой АС равно длине хорды АС. Аналогично на хооде АС или на ее
продолжении за точку С взята точка М, расстояние от которой до прямой АВ
равно длине хорды АВ. Найдите длину отрезка ММ.

2. Д()КаЖН'І`С. ЧТО С|)(.'3ДН ІІССХ 'І1)СУІ'(І1ІІ|ННК()ІІ С }[аІ'ІНІ›ІМ ІЮІКІІІЗНИСМ Н

данным углом при не|ннине наибкілыний нериметр имеет ранноб-едренпый
треугольник.

3. В треугольнике АВС внешний угол при вершине А в три раза больше
угла В, а стороны АВ, ВС, АС (н указанном порядке) образуют арифмети-
ческуіо прогрессию. Найдите углы треугольника АВС.

4. В прямоугольном треугольнике даны острый угол о: и расстояние а от
ІІСРІІІИНЬІ Д|)УІ`ОІ'ІІ О(..`Т|)ОІ'ІІ УГЛЕІ 11.0 ІІ.сН'І'|)а ІІІІНСЗННОҐО КРУҐЗ. ОІІРСІІШІНТС

площадь треугольника.
5. Прямая проходит через вершину В рапнобедренного треугольника

АВС, пересекая его основание АС в точке Б. Известно, что ААВБ = %4АВС
и АБ:БС =3:4. Острый или тупой угол АВС?

6. В круг вписан равнобедренный треугольник АВС, в котором АВ = ВС
н ААВС = сс. Из перщины А проведена биссектриса угла ВАС, пересекаю-
щая сторону ВС в точке Б, а окружность - в точке Е. Вершина В соединена
отрезком прямой с точкой Е. Найдите отношение площадей 111-еугольникон
АВБ и ВБЕ.

7. В ромбе АВСБ со стороной (1 + ) и острым углом іВАБ = б0'
расположена окружность, вписанная в треугольник АВБ. Из точки С к
окружности проведена касательная, перееекающая сторону АВ н точке Е.
Найдите длину отрезка АЕ.

8. В круг вписан четырехугольник АВСБ. Через точку Е пересечения
диагоналей проведен отрезок РН (Р лежит на АВ, Н - на СБ). Докажите,

"Т" Ё, ;м._1ч°
ЕН СН БН '



ПРИМЕНЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИИ ПРИ РЕШЕНИИ
ГЕОМЁТРИЧЕСКИХ ЗАДДЧ

А. Мордкович

При решении геометрических задач довольно часто приходит-
ся обращаться за помощью к тригонометрии. Иногда это обраще-
ние обязательно - когда задан какой-либо угол и для вычисле-
ния линейных элементов используются тригонометрические
функции угла, иногда это обращение желательно - когда мы
сами вводим в рассмотрение вспомогательные углы, чтобы,
используя затем тригонометрические функции, вычислить нуж-
ные нам линейные элементы или установить некоторое соотноше-
ние между липейнь1ми элементами. Если же говорить о формах
применения тригонометрии при решении геометрических задач,
то к числу основных следует отнести обычные тригонометричес-
кие преобразования, теорему косинусов и, в большей степени,
теорему синусов, тригонометрические тождества и тригономет-
рические уравнения, использование обратных тригонометричес-
ких функций.

А теперь перейдем к рассмотрению задач.
Задача 1. Сторона основания правильной четырехугольной

пирамиды равна а, двугранный угол при основании равен а. В
пирамиду вписан шар, к шару проведена касательная плос-

,
А Н Е Б

Рис. 1 Рис.2
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кость, параллельная основанию пирамиды. Определите боко-
вую поверхность полученной усеченной пирамиды.

Решение. Нет необходимости изображать на рисунке вписан-
ный шар. Вполне достаточно показать центр шара (рис. 1) - это
точка О пересечения высоты пирамиды с биссектрисой линейно-
го угла ЅБН - и учестъ, что высота НН. усеченной пирамиды
равна диаметру шара.

Имеем: ОН = г = НБ-±3.(ОБН = %±3-(Ё,

нн, = 21 = а±3%, в,,,,,, - 4- Авёдтвт-оо, = 2(г+я,в,).оо,.
Для дальнейших вычислений нам понадобится вспомогательный
рисунок 2:

я,в, = 2н,о, = 2нв = 2(но - о1г)= 2% - о,є~а3а =
Щ\____×Ь

ИЙ ЁЄРічр
= а-2НН.сг3о: = а-2а±3%с1:3с:, ББ. = %%= Ѕіпа =

аЬ3-(1 гіаї 1322
Ѕ(,.,д = 404- Є- =2 вто: віпдоп

Задача 2. Определите радиус окружности, если вписанный в
нее угол со сторонами а и Ь опирается на дугу Ц.

Решение. Вписанный угол равен її-.
Обозначим хорду, соединяющую концы
вписаниого угла, через х (рис. З); тогда “
по теореме косинусов х* = а* + Ь* -
_ 2аЬсов%. Далее, по теореме синусов
%-= 2К , откуда
в1п2 “

,}а2+Ь2 -2аЬсов-Ёд=і_=жі._
2вінд 2вінд Р"°'32 2

Задача 3. Плоские углы трехгранного угла равны соответ-
ственно оп, В, у. Найдите его двугранные углы.

Решение. Пусть .Ѕ` - вершина трехгранного угла (рис. 4), ЅМ
- общая сторона плоских углов оп и В. Найдем величину
двугранного угла при ребре ЅМ . Отложим отрезок ЅС = 1, через
точку С проведем плоскость, перпендикуллрную прямой ЅМ, и
обозначим через А и В точки пересечения этой плоскости с
лучами ЗМ и ЅР. Тогда ААСВ - линейный угол интересующего
нас двугранного угла.
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Пусть 4АСВ = х, тогда АС = 1130:, ВС = 1:35, АЅ = веса, ВС=
= вес|З. Из треугольника АВЅ по теореме косинусов имеем

АВ* = АЅ* +-ВЅ2 - 2АЅ- ВЅ-сову,
Т.Є.

АВ* = вес2а+вес2|З-2веса-весВ-сову.
С другой стороны, из треугольника АВС по теореме косинусов

имеем
АВ* = АС* + ВС? -2АС- ВСсовх,

т.е.
АВ2 = ±32о:+1:32|3-2І:3аІ:3В-совх.

Таким образом,

веса от +вес2 В - 2весог.вес|Зсов 'у = 1320: + 1:32 В - 21:3о:І:3|Зсовх,
откуда

сову - сова - сов|3сов х = _ .вш оп - вн1Ё '
Значит, двугранный угол, противолежащий плоскому углу у,

- совасов Всовравен агссов( ). Аналогично находятся осталь-

ные двугранные углы.
Если три плоских и три двугранных угла считать основными

элементами трехгранного угла, то рассмотренная задача позво-
ляет сделать вывод о том, что по любым трем основным
элементам трехгранного угла можно найти остальные три.

Задача 4. Через вершину угла оп при основании равнобедрен-
ного треугольника проведена прямая, пересекающая противо-

$ В

а-х

аА В ц+В Б

Ы с 0-В І

А С
Рис. 4 Рис. 5
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лежащую боковую сторону и составляющая с основанием угол
|3 (|3 < ос). В каком отношении эта прямая делит площадь
треугольника?

Решение. Пусть АВ = ВС = а, БС = х, ВБ = а - х (рис. 5).
Треугольники АВБ и АСБ имеют общую высоту, поэтому их
площади относятся как основания, т.е. как стороны ВБ и СБ:

Ёаде=2_:1.=а_._
Ѕясо 1 -1-'

Таким образом, для решения задачи нам достаточно найти
отношение Ё. Применим к треугольнику АВБ теорему синусов:

і.=ті
віп(ос - В) віп(о: + В) `

Отсюда
І = віп(о: + В) - віп(а - В)
а віп(о: + ІЗ) `

В итоге
__ЁдЩ±=_4_1= він(о:+[З) _1= він(о:-І3)
5.н:о І віп(о: + 13)- віп(а - В) 2ЅіП ЁСОЅ 01 '

Задача 5. Все боковые грани правильной четырехугольной
пирамиды наклонены к основанию под углом ос, а апофема
боковой грани равна а. Через одну из сторон основания прове-
дено сечение, составляющее с плоскостью основания угол В
(В < оп). Вычислнте площадь сечения. В

Решение. Выясним прежде всего, что представляет собой
сечение (рис. 6). Оно параллельно стороне АВ, а боковая грань,
проходящая через АВ, пересекает сечение по прямой ЕР. Но если
через прямую, параллельную некоторой плоскости, проведена
плоскость, пересекающая первую плоскость, то линия пересече-
ния параллельна данной прямой, а значит, и прямой СБ. Итак,
сечение - трапеция. 5

А теперь проведем вычисле- в
ния. Имеем

КН=ЅК-сово:=асово±, м

кь=со=2асьва. Е  
Применим к треугольнику МКІ.
теорему синусов:

±±.__ КЬ ” "
331101 віп(180°-(о:+[З))' А Р 6 Вис.

Іі Приложение с|'(напт› ЛЪ1 ' 65
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откуда

м1_ =М= _}1.ё.Щ_
в1п(а + В) в1п(а + В)

Применим к треугольнику МЅІ. теорему синусов:

51. _ мв МЅ = еЅіП(<1-В)
віп(а + В) віп(о: - В) ' він(оє + В)

Из подобия треугольников ЅЕР и АВЅ получаем: %: =
Отсюда получаем

дВ.М5 2асово:-авін(оъ-І3) 2асова-віп(а-В)вг = = -_ ~ = --т-----.К-$` а - вш(о: + В) в1п(о: + В)
Теперь у нас есть все необходимое для вычисления площади
сечения. Имеем

Ѕ = -%(СБ+ ЕР)- МІ. = %[2асова+ ×
вн1(ог.+В)

Х д5і..2ц = а2він2 20:-сов|3
він(а+|3) він2(а+В) '

Задача 6. На одной из дуг АВ окружности даны произвольная
точка К и точка М - середина дуги. Эти точки соединены
хордамис точкамиА и В. Докажите, что АК -КВ = АМ2 - КМ2.

Решение. Обозна\п1м угол КВА через оп, а угол КВМ - через
В (рис. 7). Применим к треугольнику АКВ теорему синусов:
Ё; = 2К, АК = 2Нвіпо1. Аналогично из треугольника АМВ
находим АМ = 2Рвін(сп +В) , а из треугольника КВМ - КМ =
=2Квіп|3.

Рассмотрим теперь треугольник КМВ. Имеем ДКВМ = В,
АМК3 = А'МАВ= ДАВМ = от + В, ДКМВ= 180' - [З - (о1+
+ в)=1зи - (а + 213), кв = 2явш(1во° -- (в + 213)) =
=2Квін( он + 2В ). Нам нужно доказать, что АК-КВ = АМ2 --

'^ ' х+2

Рис. 7 ' Рис.В

Іў›.
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- КМ2, т.е. что
2Нвіпс: - 2Рвіп(и + 2В) = 4122 віп2(о: + В) - 4122 він: В,

или

віп ос - віп(о: + 2|З) = віп2(о: + 13)- він* В _
Задача свелась к доказательству тригонометрического тож-

дества. доказывается оно несложно, и мы предоставляем это
СДЄЛЁІТЬ ЧИТЗТЄЛЮ.

Задача 7. В треугольнике один угол вдвое больше другого, а
стороны, противолежащие этим углам, отличаются друг от
друга на 2. Найдите эти стороны, если известно, что третья
сторона треугольника равна 5.

Решение. Эту задачу можно решить средствами планиметрин.
но мы, будучи верны взятой теме, разберем решение этой задачи
с помощью тригонометрии (рекомендуем читателю попробовать
найти планиметрическое решение). Обозначим через ог. один из
углов треугольника, 20: - другой угол, а противолежащие
стороны соответственно х и х + 2 (рис. 8).

По теореме синусов і = = Н; отсюда х =він от 5щ(130°-За) в1п2а -
= Ѕвіпоъ І _,_ 2 = 5віп2сх

в1пЗос $іпЗо: '
Теперь задача сводится к решению тригонометрического урав-

неиия %%'3%1 532253 т 2. Применив формулу він3о1=3$іпсп -

- 4віп3 оп, получим Ё-ц%щ - та-%3-=2 идалее 8сов2 от -
.- віно: _- вніо:

- 10сово: +3 = 0; (сова), = Ё, (сово:)2 = Но по смыслу задачи4
о:<60°, следовательно, сова >%. Поэтому из найденных значе-
::

.ь.&|Ё°

0ДХОДИТ ТОЛЬКО СОЅЦ = Ё . ИМЄЄМ ДЗЛЄЄ $111 (І = - СОЅ2 (1 =

5=--,х=е=4,х+2=б.
З-4в1но:

Упражнения
І. В 'греупольнике АВС угол А ранен Ц, сторона ВС рапна а. Найдите

длину биссектрисы АБ, если угол между АБ и высотой АЕ равен В .
2. Основанием пирамиды служит равпобочная трапеции, у которой

острый угол ранен сх, а площадь рапна 5. Все боковые грани наклонены к
плоскости основания под углом В . Найдите обьем пирамиды.

3. Образующаи конуса равна І и составляет с высотой угол О.. Через две
образующие конуса, угол между которыми ранен В , проведена плоскость.
Найдите расстояние от этой п.тк:коети до пснтра ннисаннопо н конус шара.
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4. Высота треугольника. равная 6,С
делит угол трсуюльника н отношении
2:1. а сторону на отршки, меньший из
которых равен 3. Определите стороны
треугольника.

5. В окружность описан правильный
44 В треугольник АВС. На дуге ВС взята
Ц нроизнольиаи точка М и соединена кор-

дами с вершинами треугольника. Дока-
Е щите. что ми = мв + мс.

6. Докажите, что сумма кнглратон
диаюналсіі 'граиснии рапна улносннону

Б произведении» ее оснований, сложенно-
рис_9 му с суммой кнглратон боковых сторон.

7. Плоские углы трскпранного угла
равны соответственно о., В _ 1 . Найдите угол между плоскосгыо, в которой
лс)-кит угол С! , н нр0'гнно.лсЖащнм рсбром трехгранного угла.

8. Дам -цюугольиик АВС, на стороне АС из:-гга точка Е так, что АЕ:ЕС =
=а, на стороне АН взята точка 1) так, что /10:08 = Ь. Проведены отрезки
СО и НЕ. Найдите отношение площади получиншегося четырехугольника к
ІІЛОІІІДДН ДаННОІ`О 'І`|)'СУІ'0..ЛІвННКёІ.

9. В окружности ороислсны дна взаимно нерисндикулирнык диаметра АВ
и СІ). Хорда АЕ пересекает С1) в точке К, так что СК:КІ.) = 2:1 _ Хорда ЕС
нс|30секас'г АВ н -почкс М. Докажите, что АМ:МВ = 3:1 (рис. 9).



ЧИСЛОВЬІЕ ДАННЫЕ
В ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 3дддЧАХ

С. Овчинников, И. Щарыгин

В большинстве стандартных школьных задач числовые данные
вообще не играют никакой роли. Как правило, такие задачи
можно решить в общем виде, используя <буквенные› обозначе-
ния, а затем подставить в полученный ответ данные числа.
Однако часто использование «специфики» числовых данных
позволяет получить более простое решение. В этой заметке мы на
примерах покажем, как по-разному влияют числовые данные на
решение задачи.

Задача 1. Хорда АВ стлгиваєт дугу окружности, равную
120°. Точка С лежит на этой дуга, а точка В лежит на хорде
АВ. При этом АО = 2, ВВ = 1, ОС = Л . Найдите площадь
треугольника АВС.

Заметим, что АОВС = 90°. Действительно, продолжим от-
резок СВ до пересечения с окружностъю (рис. 1). Так как
до-во = со~о1г,т<›ов=со= Л м оо±св. из мог мы
находим радиус окружности. Он равен -у/Ё , поэтому из треуголь-
ника ОРО получаем, что (РОО = 60°. Отсюда

АСОА = 30°. АСОВ =150°.

Воспользовавшись формулой для определения площади треу-
гольника по двум сторонам и углу между ними, получим, что

Ѕмос = '%_2'- Ѕзспв = Отсюда Ѕмнс =
Анализируя приведенное решение, мы видим, что числовые

данные в задаче подобраны «весьма удачно». Если мы попыта-
емся решить эту задачу в общем виде, т.е. возьмем в качестве
исходных данных произвольные числа, то очень быстро убедим-
ся, что решение оказывается непомерно громоэдкнм. (ҐІопытай-
тесь все-таки решить эту задачу в общем виде. Это будет
полезным упражнением.) А вот типичная задача, в которой
числовые данные не играют никакой роли. Они используются
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\×ь ВА _ _ 3
РЕ 1)

е=21 д=20

А ь = за С
Рис. 1 Рис.2

лишь на последнем этапе при подстановке в общий ответ и носят
иллюстративный характер.

Задача 2. В треугольнике АВС проведены биссектриса АО
угла ВАС и биссектриса СР угла АСВ (точка В лежит на
стороне ВС, точка Р - на стороне АВ). Найдите отношение
площадей треугольников АВС и АРБ, если известно, что АВ =
=21, АС = 28, СВ = 20.

Обозначим стороны треугольника АВ, ВС и СА соответственно
через с, а и Ь (рис. 2). Используя свойство биссектрисы
внутреннего угла треугольника, находим, что

_ Ьс _ ас
АР'а+Ь' ВВ` Ь+с'

Отсюда
Ѕ во С Ѕ Аг С 5 (0+Ь)(Ь+<=)_А/Щ2.=__=ї і.=_=__. і€=__і__
Ѕмнс ь+С' Ѕмпд а+ь' Ѕмрп ОС '

Подставляя вместо а, Ь н с их численные значения, находим
Ѕмве =
Ѕмго

Следующая задача может быть решена в общем виде, но
решение существенно упрощается, если вовремя воспользовать-
ся чнсленнымн значениями.

Задача 3. Прямоугольные проекции треугольника АВС на две
взаимно перпендикулярные плоскости являются правильными
треугольниками со сторонами, равными 1. Найдите периметр

4, а потому искомое отношение равно 4.

треугольника АВС, если известно, что АВ =
Обозначим плоскости, на которые спроектирован треугольник

АВС, через Р и О (рис. 3). Очевидно, можно считать, что одна
из вершин треугольника, например А, лежит на общем ребре В
плоскостей Р и О. Так как проекции сторон АВ и АС на плоскости
Р и О равны, точки А, В и С лежат в биссекторной плоскости .Ѕ`
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двугранного угла, образованного плоскостями Р и О. Проекцни
точек В и С на О обозначим через В и Е. Опустим из точки В
перпенднкуляр ВР на ребро Н, АВР0 = 45'.

В дальнейших вычисленнях можно было бы не фиксировать
длину отрезка АВ, а считать ее произвольной величиной а. В
этом случае решение тоже можно довести до конца. Но данное
конкретное значение АВ = Ё позволяет существенно упростить
решение.

Действительно, из треугольника АБВ находим: ВВ = Ё-

(4А1ЭВ = 90°,АВ иАВ даны). Так как АВРВ =45°, тоРВ =ВІЭ=
= Ё и в треугольнике АРБ имеем ДАРВ = 90', АРАВ = 30'.
Отсюда получаем последовательно, что АЕ.І.АР , ДСАЕ = 45°,
АСЕА = 90°, АС = Л . Из прямоугольной трапеэии СВОЕ имеем

5(св-во)” + ов” = вс? отсюда вс = 7. и Пернметр
треугольника АВС равен \/Ё + Л _

Если в рассмотренной задаче числовые данные, существенно
уменьшая объем вычислений, помогали нам, то иногда они,
наоборот, создают вычислительные трудности и даже затеняют
простой геометрический смысл задачи.

В

Ё ^
Рис.3 Рис.4 '

Задача 4. В треугольнике АВС со сторонами АВ = 3, ВС = 4
и АС = 5 проведена биссектриса ВВ. В треугольники АВБ и
ВСП вписаны окружности, которые касаются ВВ в точках М
и Н соответственно. Определите длину отрезка ММ.

Числовые данные этой задачи показывают, что треугольник
прямоугольный. Это может привести к попытке решить задачу,
используя метрические свойства прямоугольного треугольника.

На самом деле задача имеет простое геометрическое решение
для произвольного треугольника АВС. Обозначим АВ через с.
ВС через а и АС через Ь (рис. 4). По свойству биссектрисы
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АО= і, СВ = -42-. Введем неизвестные х = ВМ, у = ММ иа+с а+с
2 = МВ. Так как касательные, проведенные из одной точки к
ОКРУЖНОСТН, РЗВНЫ, ТО МОЖНО СОСТЗВНТЬ СЛЄДУЮЩУЮ СИСТЄМУ
уравнений: Ь

х+у+(Ё-2) = а,

х + Ё- - 2 - у = с.а + с
Вычитая из первого уравнения второе. получим

2у+3Ё дв -а с,а+с а+с
откуда

=і(а-с)(а+с-Ь)
у 2 а+с `

*~.|а-Ь
Подставляя вместо а, Ь и с их значения, находим, что ММ = -

Теперь мы рассмотрим задачи, в которых специально подо-
бранные числовые данные резко упрощают решение задачи.

Задача 5. В треугольнике АВС даны стороны АВ = 4, АС =
=\/Й и ВС = 5. На стороне АВ взята точка О такая, что АО =
= 1. Найдите расстояние между центрами окружностей,
описанных около треугольников ВВС и АВС.

Если мы догадаемся, что СВ является высотой, то решение
находится очень быстро: центры окружностей, описанных около
треугольников АВС и ВВС, лежат на серединах сторон АС и ВС,
и искомое расстояние равно длине средней линии, параллельной
АВ, т.е. 2 (рис. 5). То, что СВ является высотой, следует из
равенства

вс* -лс* = во* -оп” = в.
Как же догадаться, что СВ является высотой? Ведь из решения

видно, что эта догадка является основным моментом в решении
- все остальные рассуждения тривиальны. Мы не собираемся
(да и не можем) объяснить, как надо догадываться, но на одно
важное обстоятельство укажем. Речь идет о чертеже. Аккуратно
и грамотно выполненный чертеж является очень хорошим по-
мощником при решении задачи. Это относится к любой геомет-
рической задаче, как с числовыми, так и с буквениыми данными.
Если данные - числовые, то на чертеже следует отразить
заданные размеры фигуры. Например, если в разобранной
задаче сделать чертеж с соблюдением заданных пропорций, то
довольно легко увидеть, что СО - высота.
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<г\ 106

е ь .±±1:1._,,
В А А 0394 В

Рис.5 Рис.6

Задача 6. В трапеции АВСБ известны основания АО = 39,
ВС = 26 и боковые стороны АВ = 5, СВ = 12. Найдите радиус
окружности, которая проходит через точки А и В и касается
стороны СО или ее продолжения.

Достроим трапецию до треугольника АБВ (рис. 6). Из подо-
бия треугольников ВЕС и АЕ0 лепсо получаем ВЕ = 10, СЕ =
=24. Если чертеж выполнен аккуратно, то можно заметить, что
ААЕВ = 90°. Это лепю доказать: АЕ2 + ЕВ2 = АВ2. Пусть
О - центр окружности, проходящей через А и В_и касающейся
ЕП в точке С. Опустим из О перпенднкуляр ОР на АВ, тогда
Р - середина хорды АВ. Очевидно, ОО = ЕР = 12,5. Отсюда
искомый радиус равен 12,5.

В следующих задачах числовые данные проявляются весьма
своеобразно. При предварительном изучении такой задачи труд-
но предугадать, как именно повлияют зти данные на решение, но
стоит начать решать задачу, и в некоторый момент станет ясно,
что только при зтих данных можно получить ответ. Как правило,
в подобных задачах путь решения очевиден , хотя с самого начала
не ясно, приведет ли он к ответу.

Задача 7. На сторонах вьтуклого четырехугольника АВСБ,
площадь которого равна 1, взяты точки: К на АВ, 1. на ВС, М
на1С0 и Н на АП. При этом Ё = 2, -Ё-Ё: = Ё, %=1, %-%=
= 5. Найдите площадь шестиугольника АКЬСММ.

Отношение площадей треугольников КВ1. и АВС равно
~Ё = Ё (рис. 7). Отношение площадей треугольников

ОМ - ОМ 1ММО и АБС равно АВСБ _ 12-. Таки? образом, сумма
площадей треугольников КВ1. и МНВ равна Ё , откуда искомая
площадь равна
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В Ясно, что такая задача в общем
Ь виде вообще не имеет однознач-

К ного решения.
Задача 8. Три пункта А, В и С

А С соединены прямолинейными до-
рогами. К отрезку дороги АВ

М примыкает квадратное поле со
стороной, равной Ё-АВ. К от-

0 резку дороги ВС примыкает
р,,с_7 квадратное поле со стороной,

равной ВС.. а к отрезку дороги
СА примыкает прямоугольный участок леса длиной, равной
СА, и шириной 4 км. Площадь леса на 20 км2 больше суммы
площадей квадратный полей. Найдите площадь леса.

На первый взгляд данных слишком мало для решения задачи.
Однако перейдем к вычислениям. Обозначим стороны треуголь-
ника АВ, ВС и СА через с, 3, Ь соответственно. Тогда из условий
задачи имеем: 4Ь = 20 + 5% + а2. Воспользуемся неравенством
треугольника Ь Ѕ а + с и подставим в него Ь, выраженное через
аис: 1 2

2{2О+-Ё-+а2)Ѕа+с.

После Зпростых преобразований этого неравенства получаем:
(Ё-4) + (а-2)2 Ѕ 0, откуда с = 8 (км), а = 2 (км) , а Ь = а +

+с = 10 (км). Площадь леса равна 40 кмї.
Избранный путь решения является единственно возможным в

данной задаче. Но то, что он приводит к ответу, оказалось
следствием специально подобранных данных. В результате этого
подбора три точки А, В и С оказались лежащими на одной
прямой и данных задачи хватило для получения ответа.

Упражнения
1. Прямоугольные проекции плоского четырехугольника на две взаимно

иерпендикулирные плоскости ннлнютсн кналратами со сторонами 2. Одна из
диагоналей четырехугольника равна Ш . Найдите другую диагональ. -

2. В ос'гро_~$|'ольном треугольнике АВС дано АВ = 15, ВС = 10 и угол ВАС
равен агссоз-9-. Вокруг треугольника АНС описана окружность и через точку
1), лежащую на АС на расстоянии 9 от А, проведена хорда ВБ. Найдите
площадь треугольника АБС.

З. Дан треугольник АВС со сторонами 5, 2 и причем АС = На
АС плита точка О -гакаи, что НО = 3. Найдите расстояние между точкой О
и центром окружности, описанной вокруг треугольника АВС.
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4. В правильную треугольную пирамиду ЅАВС, все ребра которой равны
а, пписана сфера. На ребре ЅА пзята точка М так, что АМ = МЅ, а на ребре
ВС взята точка М так, что 2СМ = МН. Прямая МН пересекает сферу в двух
точках Р и О. Найдите длину отрезка РО.

5. В треугольнике-АНСсосторонамиАЬ' = ,НС = 4, АС = Л проведена
меднана ВО. Окружности, описанные п треугольники АНО и ВОС, касают-
ся Ш) в точках М н М соответственно. Определите длину отрезка МН.

6. Две окружности с радиусами г касаются другдруга. Кроме того, каждая
из них касается изпнс трсгьей окружности с радиусом В п точках А и В
соответственно. Определите г, если АВ = 12, К -= 8.

7. Правильный треугольник АНС со стороной, равной З, вписан в
ок ъужность. Точка В лежит на окружности, причем длина хорды АП рапна
\/Ё . Найди-гс длины хорд ВО и СО.

8. Дан треугольник АВС, площадь которого равна единице. На медианах
АК, ВЬ н СМё`5:уг1Іэльника АНС взяты соответственно точкн Р, О и К так,

. ' ' К
АР- ___ Еї_ї"“"5Е"'о!'г ~'4'

Найдите нлонііідь треугольника РОК.
9. Объем бруска, имеющего форму прямоугольного параллелепипеда,

ранен І50см3, площадь полной понсрхностн рапна 280 смз, нериметр
основания равен 40 см. Найдите размеры оруска.

10. В двугранный угол 60* вписан шар радиусом Е. Найдите радиус шара,
описанного п тот же угол и касаюшегося данного шара, если изпестно, что
прямая, соединяпонган центры обоих шар-он, образует с ребром днугранного
угла угол 45°.

11. Дан треугольник со сторонами АВ = 4, ВС = 3 и АС == 5. На стороне
АВ нзята точка О так, что ВВ = 7/8. Через точки С, О и В нронсдена
окружность, пересекающая АС в точке Е. Найдите длину отрезка ВБ.



УЧИТЕСЬ ДЕЛАТЬ
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ

С. Белый

Почти каждую геометрическую задачу можно решить несколь-
кими способами. Всегда интересно попытаться найти наиболее
простое, <=красивое› решение - тем более, что такие решения
высоко оцениваются зкзаменаторами. В этом очень часто помо-
гают дополнительные построения. В одних случаях эти построе-
ния напрашивартся сами собой, в друтх они не так очевидны и
требуют от решающего большого опыта, изобретательности,
геометрической интуиции. В

Перейдем к рассмотрению конкретных задач.
Задача 1. На катетах АС, ВС прямоугольного треугольника

вне его построены квадраты АСОЕ и ВСКР. Из точек Е и Р на
продолжение гипотенузы опущены перпендикуляры ЕМ и РН.
Докажите, что ЕМ + РМ = АВ.

В прямоугольном треугольнике АСВ проведем высоту СІ. (см.
рис.1). Очевидно, что ААСІ. = АЕАМ , АВСЬ = АРВМ. Поэтому
ЕМ=АІ., РМ= ЬВ, ЕМ+РН=А!. +ЬВ=АВ.

Задача 2. Найдите высоту равнобедренной трапеции, если ее
диагонали взаимно перпендикулярны, а площадь трапеции
равна Ѕ.

Проведем через вершину С прямую, параллельную диагонали
ВО до пересечения с продолжением основания трапеции АВ в

К В С
В

С Р

ы
М А 1. В Ы А Р 0 Е

Рис.1 Рис.2

Ь
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точке Е (ем. рис.2). Так как трапеции равнобедренная, а
диагонали ее взаимно перпенднкулярны, то треугольник АСЕ -
равнобедренный и прямоугольный (докажите!). В треугольнике
АСЕ проведем высоту СР . обозначим ее длину через І1. Ясно, что
АР = СР, но АР равно средней линии трапеции, поэтому Ѕ = 1:2.
Следовательно, І: = Л .

Как видим, эта задача совсем простая, основной трудностью
при ее решении было догадаться сделать подходящие дополни-
тельные построения.

Задача 3. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС постро-
ены вне его квадраты АВОЕ и ВСКР. Докажите, что отрезок
ВР в два раза больше медианы ВР треугольника.

Достроим треугольник АВС до параллелограмма, а меднану
ВР продолжим до его диагонали (см. рис.3). Пусть ААВС = од,
тогда 40ВР = 180° - оп. Но и ДВСО = 180° - ок, а стороны,
заключающие эти углы, также равны между собой, поэтому
АОВР = АОСВ. Следовательно, ВО = 2ВР = ВР.

Р В
В И 'І І І . _ . _ . _ _ :

......... І-І...'Ё'Ё'-А° і'\
О д Ё х С

О Е
Рис.3 Рис.4

гг"..Же?

Задача 4. Внутри треугольника найдите такую точку, что
если ее соединить отрезками прямых с вершинами треугольни-
ка, то треугольник разделится на три части, площади кото-
рых относятся как т:п::7.

Основание АС треугольника АВС разделим точками О и Е на
три части в данном отношении т:п:г; (рис.4). Через точку О
проведем прямую, параллельную стороне АВ, а.через точку Е -
прямую, параллельную ВС. Докажем, что точка О пересечения
этих прямых ~ искомая. Для доказательства соединим вершину
В с точками І) и Е. .Ѕ`мон = .Ѕ`,,,,т,, так как эти треугольники
имеют общее основание АВ и равные высоты. Аналогично Ѕ,,,,О,;=
= .Ѕ`,,_,,,,-(д, а следовательно и .Ѕ`,,_.,,,<_~ = Ѕ,,,,,,,,-. Но площади треуголь-
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ников АВБ, ВВЕ, ЕВС относятся как т:п:г;, так как все они
имеют одинаковую высоту. Следовательно, .Ѕ`,,_,ю,-, :.Ѕ`,,_,ЮС : .Ѕ',,,,0С=
= т:п:а.

Задача 5. Через точку пересечения медиан треугольникаАВС
проведена прямая І, пересекающая стороны АВ и АС. Докажи-
те, что сумма расстояний от прямой І до вершин В и С равна
расстоянию от нее до вершины А.

Пусть О -- точка пересечения медиан треугольника, АВ -
меднана (рис.5). Опустим перпендикуляры ВМ, 01., СН, АК на
прямую І. Легко видеть, что 01. - средняя линия трапеции
ВМНС,ВЬ= ,и ААКО~АОЬО,поэтому-ЁЁ-=%%=

=%иА1<=2о1.=вм+с~.
А В Б с

М І ,__ , , 1-
М А ""'ї К \\ В /,І

О к" \\ ,Ґ

в ' о с Ё?
Рис.5 Рис.6

Задача 6. В трапеции диагонали равны З и_5, а отрезок,
соединяющий середины оснований, равен 2. Найдите площадь
трапеции.

Прежде всего заметим, что точки Е и Р - середины оснований
ВС и АВ трапеции АВСО (см. рис.6) - и точка О пересечения
диагоналей лежат на одной прямой (докажите!). Через точку С
проведем две прямые: одну параллельно диагонали ВО до
пересечения с продолжением основания АВ в точке Ь, другую -
параллельно ЕР. Поскольку ОР - меднана треугольника АОВ,
то СК - меднана треугольника АСЬ. Теперь достроим треуголь-
ник АСЬ до параллелограмма, а меднану СК до его диагонали.
Ѕдтд, = Ѕмсд = Ѕмц, (почему?). Остается заметить, что ААСО
прямоугольный, Ѕмсд, = 6.

Задача 7. Две равные окружности пересекаются в точке С.
Через точку С проведены две прямые, пересекающие данные
окружности в точках А, В и М, М соответственно. Прямая АВ
параллельна линии центров, а прямая ММ образует угол о: с
линией центров. Длина АВ равна а. Найдите длину отрезка
ММ.
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Р

САМв С В кнада 1% \
'ту АВ 0%

Рис. 7 Рис. 8

Из точек А и В опустим перпендикуляры АЕ и ВР на прямую
ММ (см. рис.7). Пусть ДАМС = В, тогда ДСМВ = 180' - [З
(почему?), а АРМВ = В. Из равенства треугольников АБС и
ВРС (по гипотенузе и углу) следует, что АЕ = ВР. А так как
ААМС = ДРНВ, то ААЕМ = АВРН и МЕ = МР. Поэтому
ММ = ЕР = ЕС + СР = Ёсоза + Ёсозоъ = асозош.

Задача 8. Две окружности радиусов К и г (К > г) имеют
внешнее касание в точке А. Через точку В, взятую на большей
окружности, проведена прямая линия, касающаяся меньшей
окружности в точке С. Найдите длину отрезка ВС, если хорда
АВ равна а.

Через Центр О меньшей окружности и точку В проведем
прямую (см. рис.8). Тогда ВС2 = ОВ* - гї. По теореме

-косинусов
ов* = (л+г)* + не - 2к(к+г)*еь$4Ао.в,

откуда . _
_ 25” - адсов АА О.В -_ 2н2 _

Следовательно,

вс2 = (л+г)” + 122 -2н(л+г)і2'*:І;,“2 -гг = а2(%;'].

ВС=а,}1+%.

Задача 9. Через середину М стороны ВС параллелограмма
АВСБ, площадь которого равна 1, и вершину А проведена
прямая, пересекающая диагональ ВП в точке О. Найдите
площадь четырехугольника ОМСІ).

Через точку В проведем прямую параллельно АМ до пересече-
ния с продолжением стороны АВ в точке Е, а через точку А -
прямую АР параллельно ВО (см. рис.9), .5`,,днг› = -Ё (почему?).
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Теперь в силу подобия треугольни-В М С
ў ков ЕРА и ВВВ мы можем записатъз

Ѕ -- = ЕА2аїЬ Но %=%-, отсюда находим
Е А В

Ѕав:-'и=%- НО Ѕаьт-и= Ѕьпом . И
Рис.9 _,

теперь мы можем наи1'и площадь
четырехугольника ОМСО:

Ѕомсо = Ѕышс ' Ѕшом =

Сделаем некоторые выводы. Приступая к решению геометри-
ческой задачи, нужно иметь в виду, что обычно геометрическая
задача может быть решена несколькими способами. Поэтому,
если у вас появилась идея решения задачи, но вы видите, что путь
к решению довольно длинный, то постарайтесь найти другой
подход к решению. При этом следует помнить, что существенную
помощь могут оказать дополнительные построения.

Упражнения
1. Найдите площадь треугольника, медианы которого равны І2. 15 и 21.
2. Основания равнобочной трапеции относятся как 3:2. На большем

основании, как на диаметре, построена окружность, высекающая на мень-
шем основании отрезок, равный половине этого основания. В каком
отношении окружность делит боковые стороны трапеции?

3. В прямоуюльной трапеции диагонали взаимно пернендикулирны, а
основания относятся как т:п. Найдите отношение диагоналей трапеции.

4. В трапеции АВСО длина большего основания АО равна а, НС.І.СІ) ,
АВ = ВС, ВО.ЬАВ. Найдите стороны трапеции.

5. В равпобедрепной трапеции с острым углом О. при основании окруж-
ность, построенная на боковой стороне как на диаметре, касается другой
боковой стороны. В каком отношении она делит большее основание трапе-
ции?

6. В трапеции с основаниями а и Ь через точку пересечения диагоналей
проведена прямая, параллельная основаниям. Найдите отрезок этой пря-
мой, заключенный между боковыми сторопами трапеции.

7. В треугольнике АВС из вершины А проведена прямая, пересекающая
сторону ВС в тіочке В, находящейся меЖду точками В и С, причем С0:ВС
= сх (где (І < - ). На стороне ВС между точками В и І) взята точка Е и через
нее нроведенайпрямая, параллельная стороне АС н пересекаіоіцая сторону
АВ в точке Р. Найдите отношение площадей трапеции АСЕР и треугольника
АВС. если известно, что СО = ОР.

8. В трапеции АВСО точки К н М являются соответственно еерединами
оснований АВ = 5 и СО = 3. Найдите площадь трапеции, если треугольник
АМН - прямоугольный, а ОК - высота трапеции.



НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ ДЛЯ ТРЕІ-ІИРОВКИ

Ю. Сидоров

Условия большинства геометрических задач вступительного
экзамена формулируются достаточно просто: в некоторой фигу-
ре задается несколько элементов или соотношений мсжду эле-
ментами и требуется найти неизвестный элемент или неизвестное
соотношение между ними.

Такие <стандартные› условия задач понятны каждому абиту-
риенту. Однако задачи и приемы их решений настолько разно-
образны, что придумать какую-нибудь удобную классифика-
цию, по которой можно было бы узнать рецепт решения каждой
конкретной задачи, крайне трудно. Именно поэтому в учебни-
ках и учебных пособиях почти нет описаний методов решения
задач. Чтобы научиться решать геометрические задачи, нужно
твердо знать и хорошо понимать основные теоремы геометрии
и, главное, постоянно тренироваться, решая разнообразные
задачи.

В последние годы многие школьники решают геометрические
задачи только «алгебраическим способом», т.е. так: неизвестные
элементы геометрической фигуры обозначаются через х, у, 2, ...,
и выписываются несколько соотношений между известными и
неизвестными элементами. Затем решается полученная система
алгебраических и (или) тригонометрических уравнений и нахо-
дятся те элементы или соотношения между элементами, которые
требуется найти по условиям задачи.

Такой формальный подход к решению геометрических задач
является одним из самых простых и часто позволяет быстро
получить ответ. Естественно, возникает желание решать таким
способом все задачи. Однако абитуриент, который привык, не
задумываясь, «переделывать» любую геометрическую задачу в
алгебраическую, встречает непреодолимые трудности на прием-
ных экзаменах, если оказывается, что его способ решения не
приводит к желаемому результату.

81



Почти каждая задача может быть решена различными спосо-
бами. Только большая и постоянная тренировка позволяет
научиться находить самый рациональный способ решения. Удач-
ный выбор неизвестных, удобный рисунок, дополнгггельные
геометрические построения и аккуратное оформление решения
помогают`правильно понять задачу и найти самый простой
способ ее решения. Рассмотрим конкретные примеры.

Задача 1. Биссектрисы АМ и ВН треугольника АВС пересе-
каются в точке О. Известно, что АО = \/ЁМО, МО =
= - 1)ВО. Найдите углы треугольника АВС.

Многие абитуриенты пытались решить эту задачу следующим
образом. Пусть АВ-= а, 4ВАС= х, 4/ІВС = у (рис. 1). Найдем
длину отрезка АМ из треугольника АВМ (по свойству биссектри-
сы внутреннего угла треугольника и по теореме синусов):

-1
Ам=Ав-Ё-(9.ї-=а(,/5 1)..- “ЕЩЁ-).

2зіп х +ї

Аналошчно из треугольника АВМ находим:
ВМ: а = азіп52 .

75 $іп(%+у)

Таким образом, получена система уравнений

зіп(% + у) = \/Ёвіп-Ё,

(~/Ё - 1)зіп[х +-1%) = зіп-Ё.

Большинство абитуриентов, которые решали задачу таким
способом, не сумели найти решение этой довольно сложной

системы. Но плохо не то, что
А они не решили полученную сис-
Ь тему, а то, что они не пытались

~ найти другой способ решения
данной задачи. Эту задачу про-
ще решить следующим спосо-

_`“ бом (тоже алгебраическим).
д\ . Пусть АВ = х, ВС = у, АС = 2.

В М С Из треугольников АВМ и АВН
Рис.1 по свойству биссектрисы внут-
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реннего угла треугольника получаем
.ш-.1щ- 1 щ-ш-,;5_,_Ав ' Ао"І;' Ав"во*

Отсюда ВМ =7%, АМ = х(\/5-1).
Из треугольника АВС имеем:

АМ: АВ ВМ. _ 42
СН ВС' СМ АС'

Т.Є. -Ё:
ЁІСЦ

_ _х
42 -Ц-Е,

І =і
:; ___-І 2.,у 3

Из этой системы уравнений находим: у = х-»/Ё , 2 = 21. Отсюда
следует, что 1:2 + уї = 22 и по теореме, обратной теореме
Пифагора, ААВС =

Следовательно,

4ВАС=агсзінї=д, .&АСВ=д.2 З 6
Задача 2. На гипотенузе ВС прямоугольного треугольника

АВС расположена точка М, а на стороне АС - точка Н такая,
что ММІІАВ. Известно, что АВ = АН =1, СМ = Найдите
длину отрезка ММ.

Естественно попытаться решить эту задачу следующим обра-
зом. Обозначим ММ че ез х
(рис. 2). Тогда СМ = #3- лс* В
и из подобия треугольников
получаем уравнение

М
\/3-х* _х 1
Ёїї ' ~/5

которое легко преобразуется
к виду 4 1 М 3/ С

х*-213*-х2+6х-З=0. РИС-2

Найти решение этого уравнения трудно, и поэтому надо попы-
таться найти другой способ решения задачи. Например, задачу
2 можно решить следующим образом..
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Обозначим МН через х, СМ через у. Тогда лепсо получить
следующую систему уравнений:

х2+у*=3,
.ш=±

у 1”
Из второго уравнения этой системы находим:

у-.1:=ху, х2+у2 -2:3/= .т:2у2.

Вычитая из этого уравнения первое уравнение системы, полу-
чаем: 2

(ку) +2ху-З=0, ху=-1±2.

Учитывая, что х > 0, у > 0, получаем систему
{ху = 1,
у-х=Ъ

из которой находим ответ:
х = - 1).

Из рассмотренных примеров видно, как удачныи выбор неиз-
вестных величин помогает упросить решение геометрической
задачи алгебраическим способом. Приведем примеры задач, для
решения которых полезно сделать дополнительные геометричес-
кие построения.

Задача 3. В трапеции АВСБ боковая сторона АВ перпенди-
кулярна основаниям, диагонали взаимно перпендикуллрньє и
% = Ь. Найдите отношение

Решение. Через точку В проведем прямую, параллельную
диагонали АС , до пересечения с прямой АВ в точке М (рис. 3).
Тогда по теореме о свойстве перпендикуляра, опущенного из
вершины прямого угла треугольника БМВ, имеем

ВВ=~/ВМ-АВ, ВМ=~/БМ-АМ.
Учитывая, что АС = ВМ, АМ = ВС, находим

В2_ ВВ__ -/ВМ~АВ = Ії)_=_`/Е
АС ВМ .,/дм.,4м ВС `

Задача 4. На сторонах АС и ВС треугольника АВС распо-
ложены соответственно точки Н и М так, что -ЁЁ-=п,

% = т. Прямые АМ и ВН пересекаются в точке О. Найдите

ОШНОІІІЄНЫЯ -Ліё!-96 Н
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В С В

М А Ё А Ы К С
РИС.3 Рис, 4

Решение. Проведем МКІІВМ (рис. 4). Из подобия треуголь-
ников ВСМ и СКМ находим СК:

_ 2.11- і- 4.СК'С~вс'С~см+вм'С“1+т'
Следовательно,

к~=см-ск=с~(1-Т-Ь-)=с~і.+т 1+т
Из подобия треугольников АОН и АМК находим искомые

ОТНОШЄНИЯ І

АМ АМ 1%=т=т'$=й”*'”)~
ИЗНЗЛОҐИЧНО

ВО__т_МО - п(1+п).

Упражнеъшя
І. Робро правильною теграэдра АВСБ равно а. Найдите радиус сферы,

проходящей через вершины А, Н. центр грани АСВ и середину ребра ВС.
2. На основании АС равнобедренного треугольника АВС расположена

точка О так, что АО = а, СБ = Ь. Окружности, вписанные н треугольники
АШ) и ВСІ), касаются прямой Ы) в точках М и Н со<п'ветстве1п1о. Найдите
длину ММ.

З. В окружность вписан треугольник АВС. Расстояния от точек А и С до
прямой, касающейся окружности в точке В, равны а и с соответственно.
Найдите высоту треугольника АВС, приведенную из вершины В.

4. В о<л1'›оугольном треугольнике две высоты равны соответственно 3 и
2-›/Ё , а точка их пересечении де.лит трегью высоту в оггношснии 5:1, считая
от вершины треугольника. Найдите плоша.дь треугольника.

5. В основании прямой треугольной призмы лежит прямоуголыіый
треугольник, категы которого равны а и Ь. Нскогорав плоскость пересекает
все боковые ребра призмы так, что в сечении получается правильный
треугольник. Определите сторону этого треугольника.

6. В правильной четырехугольной пирамиде ЅАВСІ) высота равна
диагонали основания АВСБ. Через вершину А параллс.льно прямой ВО
проведена плоскость, касающаяся вписаниого в пирамиду шара. Найдите
оггнопвенис площади сечении к площади основании пирамиды.



АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

С. Романов, И. Шарыгин

Когда на экзамене вам предлагают задачу по планиметрии,
зачастую не стоит тратить время на поиск геометрического
решения, рациональное решить ее алгебраическн. Конечно,
геометрическое решение, как правило, изяшнее, в то время как
алгебраическое содержит громоздкие выкладки, но на экзамене,
в отличие от олимпиад, изящество решения практически не
влияет на оценку. Поэтому основным єоружиемь при решении
геометрических задач на экзамене является алгебраический
метод. О нем и пойдет речь в этой статье.

Сначала приведем два решения одной задачи.
Задача 1. Докажите, что квадрат биссектрисы, проведен-

ной через вершину произвольного треугольника, равен произ-
ведению боковьш: сторон без произведения отрезков основа-
ния.

Нужно доказать, что 12 = ао - тп (рис. 1). Положим .4АВВ=о:.
По теореме косинусов для треугольников АВБ и ВВС имеем:

В а*=І2+т*-2тІсо$с:, (1)

Ь* = 12 + та* + 2п!созо:. (2)

Ь Умножим (1) на п, а (2) на т исложим
а полученные выражения. Учитывая, =гго

% = %, мы лепсо преобраэуем сумму
к виду 12 = ад - тп.

Это и есть алгебраический метод.
-4 т 0 И С Прежде чем прочитать следующее

Рис-.1 решение, попытайтесь сами решить
эту задачу геометрически.

Итак, чисто геометрическое решение. Опишем вокруг треу-
гольника АВС окружность (рис. 2) и продолжим биссектрису до
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пересечения с этой окружностью в точке Е. По известной теореме
тп = І - ВБ . Кроме того, из подобия треугольников ВСЕ и АВБ
следует -'Ё = % откуда ао = 12 + І -ВБ . Заменяя І - ВБ на
тп, получим требуемый результат.

Конечно, это решение короче и изящнее предыдущего, но,
чтобы до него додуматься, вероятно, нужно довольно много
времени.

Алгебраический метод основан на тех или иных стандартных
приемах. Можно выделйть две разновидности алгебраического
метода:

а) «прямой счеть;
б) «составление уравнений».
Сущность «прямого счетаь заключается в следующем. Величи-

ны, заданные в условии задачи, и те, которые нужно найти, мы
связываем цепочкой промежуточ-

В ных величин, каждая из которых
\ последовательно определяется че-

А рез предыдущие.

1Ч Ъ ,К
Задача 2. В параллелограмме со сторонами а и Ь и углом ов

проведены биссектрисы четырех углов. Найдите площадь че-
тырехугольника, ограниченного биссектрисами (рис. 3).

Полезно прежде всего составить план решения задачи, други-
ми словами, выписать цепочку элементов, которые можно после-
довательно вычислить, соединяюшую то, что дано, и то, что
нужно найти.

Прежде всего заметим, что МНРО - параллелограмм. Най-
дем последовательно ААВС. ААВМ , ААМВ = АОМЫ . Затем
из АВСО (по теореме синусов) найдем ВО, из АВМА - ВМ и
АМ, из АА/АО -- АМ. После этого легко подсчитать М';\' н ОБИ
и искомую площадь Ѕ = ОМ - ММ -$ін4ОМН .
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итак, хлвс = 1во° - е, хлам = Ё-9-, ммв = 9о°=
=АОММ, т.е. МНРО - прямоугольник. ВО = азіп%, ВМ =
= ь$ш%, мо = во - вм = (а-ь)Ѕін% И т.д.

Ответ получается следующий:

Ѕ = %(а-Ь)2зіпог..

Приведем теперь пример задачи на «составление уравнений›.
Задача 3. На плоскости дан прямой угол. Окружность с

центром внутри угла касается одной стороны угла, пересека-
ет другую сторону в точках А

В и В и пересекает биссектрис
угла в точках С и В; АВ = ~./Ё?
СО = Л . Найдите радиус ок-
ружности.

Пусть О - центр окружнос-
ти, В - ее радиус, М - точкаМ А
касания (рис. 4). Расстояние от

И центра до АВ обозначим через
Ъ х. Сразу можно составить пер-
А вое уравнение: К* - х* = АМКА Вп,ю,:,:,, Омен,

ОР = = = К-І _
Рис.4 75" 7-2

Теперь можно составить и второе уравнение:
2

кг-[%Ё-21] =сР2.

Воспользуемся тем, что АН = -"-91, СР = -*Ё-, и составим систему

К* - 1:2 = -Ё,
2Н: _ Ш] =1_( Л 4

Решая ее, находим Н = ~/Ё .
При решении задач на «составление уравненийь часто нет

необходимости в том, чтобы число неизвестных и число уравне-
ний совпадали. Важно, чтобы при составлении уравнений были
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использованы все соотношения, вьп-екающие из условия. Если
это требование соблюдено, то необходимое неизвестное или
комбинация неизвестных должны определяться составленной
системой.

Подобная ситуация может встречаться и в задачах на «прямой
счеть.

Задача 4. Окружности с радиусами В и г (В > г) касаются
внутренним образом в точкеА. Хорда СВ большей окружности
перпендикулярна диаметруАВ
меньшей окружности, Е - С
точка пересечения СВ с ок-
ружностью радиусом г, точки 5 -.
Е и С лежат по одну сторону \
от АВ. Найдите радиус ок- ц А
ружности, описанной около М
треугольника АБС.

Обозначим АСЕА через кр и
АР через а (рис. 5). Из треу-
гольника САМ получим АС =
=~/2аН , аналоп4чноАЕ = «/2аг . В
По теореме синусов из треу- Р"°'5
гольника АЕС получаем для искомого радиуса значение -її-її.
Значение зіпср легко найти из треугольника РЕА.

Ответ: ~/Ё .
Нам пришлось ввести параметры а, ср , так как условием задачи

геометрическая конфигурация не определена полностью. Но в
ответ эти параметры не входят.

Задача 5. В прямоугольном треугольнике АВС катет АВ = 3,
катет АС = 6. Центры окружностей с радиусами 1, 2 и З
находятся соответственно в точках А, В и С. Найдите радиус
окружности, касающейся каждой из трех данных окружностей
внешним образом.

ха
Жі6С

89



Пусть О - центр искомой окружности, х - ее радиус,
ААСО = оп (рис. 6). Запишем теорему косинусов для треуголь-
ников АОС и АОВ. Получим систему уравнений

(х+З)ї =(х+1)Ґ+З6-12(х+1)соза,
(х+2)2 =(х+1)2+9-6(х+1)$іпи.

Выразив из этих уравнений зіпа и сова и используя соотно-
шение зіпїоъ + созїоъ = 1, мы получим уравнение, содержащее
ЛНШЁЁІАНО НЄНЗВЄСТНОЄ І] РЄШИВ ЭТО УРЗВНЄННЄ, ПОЛУЧНМ ОТВЄТІ

11 - 19.1'=-Ё-_-.

Заметим, что использование теоремы косинусов для составле-
ния уравнений - один из наиболее часто встречающихся при-
емов. Вообще правильный выбор неизвестных играет весьма
важную роль при решении геометрических задач. Здесь многое
зависит от опыта и интуиции.

Задача 6. Биссектрисы АМ и ВН треугольника АВС пересе-
каются в точке О. Известно, что АО = ~/ЗМО, НО =
= Ё/З-1)ВО . Найдите углы треугольника АВС.

ведем следующие неизвестные (рис. 7): ВС = х, АС = у, АВ =
_ МС _ АС _ гх _ 2- 2. Ъ,-Ъ-Ё - Ё, поэтому МВ - -Э--'_-Ё, аналогично АН -
Теперь, рассмотрев треугольники ВМА и ВАМ с биссектрисами
ВО и АО, нетрудно получить следующую систему уравнений:

і: 1
г+у 75*
_Ь= _
х+2 `/5 1'

Далее можно выразить все неизвестные через одно (например,
через х) и по теореме косинусов найти углы треугольника - З0°,
60° и 9О°. Попытайтесь решить эту задачу, взяв за неизвестные

искомые углы, и вы убедитесь,
что решение сильно усложня-

3 М _; С ется.
Й Необходимо отметить тот

факт, что большинство задач,
2 9 решаемых алгебраическим ме-

тодом, могут иметь два вариан-
~ та решения - как «прямой

І счет›, так и «составление урав-
А ненийь, эти способы не взаимо-

Рис.7 исключают друг друга.
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Задача 7. Внутри острого угла от взята точка А, удаленная
от сторон угла на р и а. Найдите расстояние от точки А до
вершины угла. `

Пусть М - точка пересечения АС и ОВ (рис. 8), легко
заметить, что АВАМ = оп _ Теперь находим МС = 9 + 5%, ОС =
= =

ЅІПЦ
Искомое расстояние АО на- М
ходим из треугольника АОС: В ' А

,/р7+2расоза+а2 \\
\\

АО . - - .это

Это «прямой счет». Меж- Ч \\\
ду тем нетрудно решить зала- А ~
чу и «составлением уравне-
нийь, причем решения обои- Рис.8 '
ми путями, пожалуй, не усту-
пают друг другу в рациоиальности. Итак, «составление уравне-
нийь.

Введем неизвестные 4АОС = ср, АО = х. Рассмотрев треуголь-
ники АОВ и АОС, составляем систему из двух уравнений с двумя
неизвестными: {

хзін ср = 4,
хзіп(о: - ср) = р.

Решите эту систему самостоятельно.
Если еще раз внимательно просмотреть примеры, приведенные

в статье, лепсо заметить, что почти во всех примерах делались
некоторые дополнительные построения, использовался ряд гео-
метрических соображений. Итак, решая планиметрическую зада-
чу алгебраическим методом, все же не следует забывать, что это
именно планиметрическая задача, а не алгебраическая, т. е. нельзя
проходить мимо геометрических соображений, так как они
обычно упрощают решение. В противном случае вы можете
превратить простейшую геометрическую задачу в более громозд-
кую алгебраическую, как это случилось, например, при решении
следующей задачи с авторами одного пособия для поступающих.

Задача 8. В равнобочной трапеции АВСБ основания АВ = 12,
ВС = 6, высота трапеции равна 4. Диагональ/ІС делитугол ВАО
трапеции на углы ВАС и САО. Какой из этих углов больше?

Решение этой задачи, предложенное в упомянутом пособии,
заключалось в следующем. Пусть (ВАС = оп (рис. 9), АСАВ =
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= В. Сначала можно вычислитьВ 6 С
с3АВА0 = ±3(о:+В), затем І:3В
и, наконец. применяя тригоно-

Аі: метрические формулы, найти
А 12 В ±3о:. Сравнивая 1:30: и 1:35, по-

.. к ., _ - 5 .. ЛУЧІШ Ответла поставленный-в
р“°'9 задаче вопрос. Между тем значи-

тельно проще заметить, что 4ВСА = В и АВ = 5 (по теореме
Пифагора). Из треугольника АВС имеем он > В, так как в
треугольнике против большей стороны лежит большой угол.

Упражнения
І. В равнобедренной трапеции основания равны а и Ь, а угол диагонали

с основанием равсп (І. Найдите длину отрезка, соединяющего точку
пересечения диагоналей с серсдииой боковой стороны трапеции.

2. В окружности радиусом К черш точку М диаметра пронсдспа хорда АВ
под углом Ф к диаметру; при этом НМ : АМ = рщ. Через точку В проведена
хорда ВС, перпеидикулярная к данному диаметру. и точка С соединена с
точкой А. Найдите площадь треугольника АВС.

3. В трапеции АНСІ) углы при большем основании а равны от и В, а
высота 'Ірапепии 1:. Пусть 0,, 0,, 0,, О, - центры окружиостей,
описанных соответственно около треугольников АНС, НСО. СПА, ОАВ.
Найдите площадь четырехугольника 0,0,0д,0,.

4. Окружности с радиусами К и т пересекаются. Проведем к ним общую
касатсльную. Пусгь точка А пересечения окружностсй и точки касания В и
С лежат по разные стороны от линии центров. Найдите радиус окружности,
описанной около треугольника АВС.

5. В ныпуклом чстырсхугольпиксАВСБ биссектриса углаАВС пересекает
сторону АО в точке М, а перпенднкуляр, опущенный из вершины А на
сторону ВС, пересекает НС в точке М так. что ВМ = МС и АМ = 2М0.
Найдите сто тиы и площадь четырехугольника АВСБ, если его периметр
равен 5 + .4Ь'/Ц) = 90' . 4АВС = 60' .

6. Окружности с радиусачи В и г касаются внутренним обрадигм в точке
А. Найдите сторону правильного треугольника АВС, перщины В и С
которого лежат соответственно на окружностях с радиусами К и т.

7. Прямая І пересекает боковые стороны АВ и НС рапнобедренного
треугольника АНС соответственно в точках М и М. Известно, что %% = т,
% = п. Найдите отношение, п котором прямая делит высоту треугольника,
опущенную из вершины В.

8. В треугольнике АВС (АВ зе АС) медианы, проведенные из вершин В
и С к сторонам АС и АВ сскггнетстненно, обратно пропорпиональны
зтим сторонам. Найдите стороны АС н АВ треугольника, если ВС = а,
ДМС = а.

9. Два одинаковых правильных треугольника АВС и СВЕ со стороной
І расположены па плоскости так, что имеют только одну общую точку С. и
(ВСЮ < к/З. Точка К - середина АС. 1. - середина СЕ, М - середина
ВО. Площадь треугольника КІ.М рапна Найдите ВО.



принадлежность точек прямой и плоскости
С. Овчинников

При решении геометрических задач часто пользуются услови-
ем принадлежности точек прямой или плоскости. Применение
векторов позволяет записать эти условия в простой и компактной
форме. При этом в решении задачи зачастую отпадает необходи-
мость в довольно хитроумных дополнительных построениях.

В этой заметке мы выведем условия принадлежности точек
прямой и плоскости, и рассмотрим примеры их применения.
Начнем с решения следующей задачи.

Задача 1. Дан треугольникАВС. На сторонахАВ и ВС взяты
точки М и М соответственно; АВ = 5 АМ, ВС = 3 ВМ. Отрезки
АН и СМ пересекаются в точке О. Найдите отношение
площадей треугольников АОС и АВС.

Решение (рис. 1). Так как
Ѕмн; = Ѕдму; _ 5,-нд = АМ_ ОС = _1_ ОС
-їилс 5мк; 5.-«мс АВ МС 5 МС '

нам достаточно определить, в каком отношении точка О делит
отрезок МС. Проведем МЕ, Е є ВС, параллельно АМ; тогда
ЕМ../1м_1 =_1Вы АВ 5.ноВ~ ЗВС. в
откуда ЕМ = -і1,їВС. Далее, ЕМ

ос, мс, ЁВС 10 А М
мс ЕС ;ВС+11ЅВС 11"

С3 Ч.

Значит,
. Р с.1Ѕ_д(›(ь 1 _ 10 2_ О И

.Ѕ_,.|“(_' 5 1 1 1 1

Заметим, что большинство абитуриентов не сумели додуматься
до дополнительного построения ,ЧЕ НАН и поэтому не решили
эту задачу. А
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Рассмотрим другое решение, основанное на следующей теореме.
Теорема 1. При любом выборе точки О равенство

б`с= «быт-а)бв <1›
для некоторого числа о. является необходимом: и достаточным
условием пригсадлвжієосгпи точек А, В и С ҐАФВ) одной
прямой. При этом ВС = ЦВ/1.

Рисунок 2 иллюстрирует теорему 1. Заметим, что значение
коэффициента он определяет положение точки на прямой АВ.
Если'0 Ѕ ов Ѕ1, то точка С находится между А н В; если оп > 1,
то точка А находится между С и В и, наконец, если оп < 0, то
точка В находится между А и С. Коэффициент от играет роль
своеобразной координаты на прямой АВ; началом координат
служит точка В, а масштаб задается отрезком ВА, так что точка
А имеет координату единица. _, _, _, _, _,

Вернемся к задаче 1, обозначим ВА = р и ВС = (7 . Тогда ВМ =
= и ВМ = Так как точка О принадлежит прямым АМ и
СМ, то

вчо = <1.в`1ї4+(1- а,) в"с = от, Ё/1+ (1 - а,)в7ч,
т.е.

-Ё«1.ї›'+(1-01)?/'= 012 ї3+%(1-012)?/›.
откуда 4

Ёаі = 012»

1-с1.=%(1-ад).

Решая полученную систему, находим (11 = Ё, 0:2 = По

теореме 1 = 01. С_1'ї”! = откуда % = -Ё и =
=.-1.--Щ Ёі511 11*

=1да вв с
Р

0<а<1

а=0
В

А В
О Рис.2 Рис.3

Ё-М



Задача 2. В параллелограмне АВСБ со сторонами АВ = 5 и
АВ = 4 проведен отрезок ЕР, соединяющий точку Е стороны ВС
с точкой Р стороны СО. Точки Е и Р выбраны так, что % =
=%, % = Известно, что точка М пересечения диагонали
АС с отрезком ЕР делит этот отрезок е отношении %-Ё» =
Найдите диагонали параллелограшча.

-› _, -› _, -› _,
Решение (рис. 3). Пусть СВ = р. СО = а и СР = х-о. По

условию

ДЛ:-Ь ЁДІЧ `П3-І› +С-1;/І = %С?Е+%€Р= --- %хЁ;=

Так как С.-1;-1 и 64 коллинеарны. то СЪ4 = 1:64. Но 54 = Б +
+а.откуда 2_› 4 _, Ч Ч

-Ёр+Ёх(; =Іср+Іщ.

Приравнивая коэффициенты при Б и получаем 125 = Іг; %х=
= Іг, откуда х = Но ІСРІ = х|д| = -Ё--4 = Далее, по условию,

ІЁРІ = ЅІСРІ = Обозначив АВСБ через Ф, из треугольника
ЕСР по теореме косинусов находим созср = Зная созср,
вычисляем по теореме косинусов диагонали АС = ~/Ё и ВВ =
~/її
Задача 3.° Дан треугольник АВС и точка М на стороне ВС.

Докажите, что
АМ-ВСЅАВ-МС+АС-ВМ.

Решение (рис. 4). Имеем А-!14=аА_.В+(1-оп)/ГС. Так как
..МС _ВМсп-ї,то1-ос--Й-.Далее. 3

|А`1Ъ1|=|шГв+<1 _ е),-Ген: М
±<е|А"в|+(1- е)|±Ґс|=

с= мс вм_ ^---ВС АВ + ---ВС АС, Р -4
ис

откуда и следует утверждение задачи.
Теорема 1 допускает следующее обобщение на случай про-

странства.

'Эта задача предложена И.Шарыгнным.
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Теорема 2. Пусть А, В и С - попарно различные точки, не
лежащие на одной прямой. При любом выборе точки О равен-
ство _, _, _, _,

ОБ = оъОА+ ВОВ+ (1 -о:- В)ОС

является необходимым и достаточным условием принадлеж-
ности точек А, В, С и В одной плоскости.

Доказательство. 1) Достаточность. Пусть (2) выполнено.
-і -Р -Р -Р -Э -Р

Находим ОВ - ОС= о:(ОА - ОС)+ |3(ОВ - ОС). откуда
-Ъ -Ф -5 -Ъ -Э -Э

СВ = о:СА + ВСВ. Таким образом, векторы СА, СВ и СО
компланарны и, следовательно, точки А, В, С и В принадлежат
одной плоскости.

2) Необходимость. Ес_лн Ад, В, С_,и В принадлежат одной
плоскости, то векторы СА, СВ и СВ компланарны. Так как
точки А, В и С, попащю различны и не лежат на одной прямо_й,
то векторы СА и СВ неколлинеарны. Но тогда вектор СО
единственным образом представляется в виде

С-Ь = абА +ВС?В,
откуда для любой точки О

оЪ- о_`с = а(б'А- бс) + в(бв- очс),
или

60: о:бА+|3бВ+ (1 -оь- |3)СїС.
Теорема 2 позволяет в решении некоторых задач обойтись без

дополнительных построений , выполненне которых в пространст-
ве обычно вызывает затруднения.

Задача 4. Плоскость отсекает от боковых ребер .Ѕ`А, ЅВ и
ЅС правильной четырехугольной пирамиды ЅАВСВ с вершиной
.Ѕ` отрезки

зк = 25/1,51. = 153, ям =1$сЗ 2 3
соответственно. Длина бокового ребра пирамиды равна а.
Найдите длину отрезка ЅМ, отсекаемого этой плоскостью на
ребре ЅВ. _, _, _,

Решение (рис. 5). П_усть ЅА = = = т .Тогда .Ѕ`В=
-І* -Э -Э -І=5в+во=$в+вл+вс= - -ё)=;'5-

-Ё;'+7.Имеем
-о1:°*+Иа-хі `Е:-Іш

-от
-газ:Ж/1:о* 'Ч1

Ѕїч = л$Ъ= ЮЗ-2';'+?›.
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Далее

|\_)-Ь
431 = И31

(Д:-Ь
'Ц5_]<=%Ь',5'1,=_ =_

Так как точки К, І., М и Ы принадлежат одной плоскости, то по
теореме 2

Ѕ~ = =Ёар+їВЧ+ё'(1-0.-В)Ґ .

Мы получилтідвачразложения вектора ЅТЧ по некомпланарным
векторам р , (1 и г . Приравнивая коэффициенты этих разложе-
ний, получаем систему уравнений

__2.Ііс- Зои,

<-І±=%|3,

ь=%н-а-щ.
\

\

Из этой системы находим І: = откуда

|ЅМ|=%а.

Мы, по существу, здесь не использовали условия правильности
пирамиды ЅАВСВ. (Какое на самом деле использовалось свой-
ство правильной пирамиды?) Предлагаем читателю самостоя-
тельно решить эту задачу, не опираясь на теорему 2.

Ѕ
СІ

Е
М А$ В*

А1

К

А С
В

в .А “
Рис.5 Рис.6

Задача 5. Дана правильная треугольная нризма АВСА,В,С, с
боковыми ребрами АА,, ВВ, и СС,. Пусть точка Р делит ось
ОО, призмы в отношении 5:1. Через точку Ри середины ребер
4 Ііриложсннс аКпннт› .1\Е›І 97



АВ и А,С, проведена плоскость. В каком отношении эта
плоскость делит обьем призмы?

Решение (рис. 6). Пусть М и Е - середины ребер АВ н А,С,.
-› _, -› -› _,

Обозначим АВ = р, АС = Э и АА, = т . Тогда

[\_)ц-Ь
7:21 “Ц +

|\,)›-Ь -91. З ІЬті
сд):-Ь

/"\ "$231 + -211Ъ/ +
0101

"'І.І.А~=.._ АБ: =_ _

Пусть Х - произвольная точка секущей плоскости. Тогда

,їх = шҐР+|зА'*Е+ (1 -а-|3)А7ч =

=(%-%-%]р'+[%-+%-)Ё;'+(%с:+|З)?. (3)

Для построения сечения выясним, в каких точках секущая
плоскость пересекает ребра призмы.

1) Ребро АА.. Пусть Х = 1. - _;гочка _пересечения секущей
плоскости с ребром АА,. Имеем АЬ = ет. Но в то же время
справедливо разложение (З), откуда имеем

_ _ Ё

ОаслддрМ-~
9++059ЁІ~.›'С0

_. _2=0,

_ _=0_

- =Іг.

Решая эту систему, находим І: = -Ё. Таким образом,

= 1.АІ. 2 АА, .

2) Ребро АС. Пусть Х = 5 - торка пересечения ребра АС и
секущей плоскости. Тогда АР = на . Сравнивая с (3), получаем
систему

_..А._.,

ФшшрМ-
9++садЁ,ЫГФ

_----Ё=о
_ =д,

_ =0,
\

откуда
_1 -іІс-6 и АР-ЄАС.
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3) Ребро ВВ,. Положим Х = 0. Тогда АЪ = Б + Ь: . Сравнивая
с (3). получаем систему

_ Ё _. 1

г^'--\
ОН./ЦдрЬ.:-~

+ мтзэтд

ІО
І

_ _=0_

а+В=д

откуда Іг=% и ВВ = ВЮ = -Ё-ВВ,. Рассматривая аналогично
ребра С|В| Н А|В|, находим В1К = '%С|В| И В1М = '%'А|В|.

Итак, сечение полностью определено (рис. 7). Вычислим
объем многогранника А,ЕКВ,ВМАР _ Для этого надо из объема
пирамиды ЬА,ЕМ вычесть объемы пирамид ЬАРМ и 0В1КМ .
Пусть У - объем призмы. Из предыдущих вычислений нам
известны соотношения между С,
высотами ЬА,, 08,, ЬА пира-
мид ыызм, ыгм, ов.1<м И Е ДЦ М
высотой призмы, а также соот- А Р""""

ІІІОШЄННЯ МЄЖДУ ПЛОЩЕІДЯМИ

оснований. Это позволяет лег-
.. Око наити, что И_,,,дм = ЁУ,

1/млн = Ё” И \/мкв,о = ЁІЁУ.
откуда объем многогранника
А,ЕКВ,ІЭМАР равен Ё-У - М В

..1_ __Ь =& -4_72\/ 481/ И4\/.Итак, У

І.сек щая плоскость делит объ-
У Рис.7ем призмы в отношении 49:95.

Заметим, во-первых, что в нашем решении нигде не использо-
валось условие, что призма правильная. Во-вторых, наш метод
решения пригоден и в том случае, когда точки Е и М не являются
серединами ребер А,С, и АВ, тогда как решение с дополнитель-
ными построениями это обстоятельство существенно использует
(прямая ЕР пересекает ВВ, в точке В потому, что А,Р = ЕС,).

Внимательный читатель, наверное, заметил, сравнивая теоре-
мы 1 и 2, что в теореме 1 коэффициенту от было дано простое
геометрическое истолкование, тогда как геометрический смысл
коэффициентов оп и В в теореме 2 остается неясным. Мы
восполним этот пробел в одном важном частном случае, оставляя
обобщение читателю.
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В Теорема 3. Если в условиях тео-
, ремы 2 точка В лежит в треуголь-

нике АВС, то из равенства
ОЪ= аО-:1+|3(5›В+(1-ов-|3)б›С

следует
її = Ѕнисї-Ѕлвс›
В = 5лосїЅлис›
1" 0- “ В = Ѕмтиттї-Ѕлис.

В Ь

,4 а* С Доказательство (рис. 8). Как
ридд следует из доказательства теоремы

2, СЪ = о:С:4 +В€В. Положим
С-К = аС?А, 61. = ВСЁ. Из рисунка 8 видно, что Ѕ,,,_,с:Ѕ,шс =
=|3 и Ѕдг,с:Ѕ,,дс = оп. Из этих равенств лепсо вытекает, что
Ѕлонї-$`лнс=1 _ 0 _

Упражнения
1. Точка К делит меднану /Ц) треугольника АНС в отношении 3:1, считая

от вершины. В каком отношении прямая ВК делит площадь треугольника
АВС?

2. Дана правильная четырсхугольнан пирамида РАВСО с першиной Р. На
ребрах РА и РС взять: точки К и М соответственно, причем АК:КР = 1:3,
СМ = РМ. Найдите отношение, н котором делится ребро РВ плоскостью,
проведенной через точки В, К и М.

3. Плоскость проходит через вершину А основания 11'›еугольной пирамиды
ЅАВС. делит пополам меднану ЅК треугольника ЅАН, а меднану ЅЬ
треугольника ЅАС пересекает в точке І) такой, что 51) = 101.. В каком
отношении зта плоскость делит объем пирамиды? 2

4. В параллслограмме АВСБ с днагоналнми, ранными АС = 6 н ВО = 24,
проведен отрезок ЕР, соединяющий точку Е диагонали АС с точкой І-`

_ , __ [С : 1 БА : 1сгороиы ВС. Точки Е и Г шибраны таким образом, что НР 2 , ЕР 3 .

Известно, что точка М пересечения диагонали Щ.) с отрезком Ы-` делит его
ЕМ _ 1 ..п отношении - ї . Наидитс стороны параллштограмма.

5. Дан трсупольник АВС. На стороне АН пзнта точка 0, а на стороне ВС
- точки Е и Р так, что АІ):І.)В = 3:2, ВЬ`:ЕС = 1:3 и В!-`:!-'С = 4:1. В каком
отношении прямая АЕ делит отрезок БГ?

6. Дан куб АНСІ)А,Н,С,І),, где АА,, НН., СС., НН, - боковые ребра.
В каком отношении делит обьем куба плоскость, проходящая через вершину
А, середину ребра ВС и центр прани !)СС,!),?

7. Дана прапильнан четырехугольнан пирамида ЅАВСО с нершиной 5.
Через середины ребер АВ, АО и СЅ проведена плоскость. В каком
отношении зта плоскость делит объем пирамиды?
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8. Внутри треугольника АВС взята точка О. Прямые АО, ВО и СО
пересекают стороны ВС, СА н АВ сгхтгнетстнснно н точках Р, О и К.
Докажите, что

ЩЁ..їЕ._Ё9.=1
КВ РС ОА '

9. Точки Р и О делят стороны ВС н СА треугольника АНС в данных
0'І'І-ІОІІІСІ'|Н:І-ІХІ

ЕЕ- _<Ё=ь:=›с'“'ол '
Пусть О - точка пересечении прямых АР и НО. Найдите отношение
площади четырехугольника ОРСО к площади трсупольннка АВС.

10. Пусть ОАВС - треугольнан пирамида е псршиной О, а М - точка
внутри треугольника АВС. Докажите, что тогда

' 5 ' \ч'\'пс› ' ьєділс ' ь



...Иль треугольник в поле полукружья,
Но не прямоугольный начертить.

Данте. «Божественная комедияэ. Рай.

ОБ УГЛАХ И ОКРУЖНОСТЯХ

В.Уроев, М. Шабунин

Треугольник, о котором пишет Данте, построить нельзя (рис. 1).
Этот факт автор бессмертной поэмы приводит наряду с другими
научными истинами, которые, видимо, считались общеизвестны-
ми в кругу образованных современников. Здесь уместно напомнить
годы жизни великого Данте Алигъери - 1265- 1321, а также
заметить, что математикой Данте не занимался и вошел в историю
как поэт и философ, создатель итальянского литературного
языка.

В нашей статье пойдет речь как о треугольниках, вписанных св
поле полукружьяь, так н о других конфигурациях, для изучения
которых необходима

С
С т Д

А в  

АўВ
Рис.1 Рис.2

Теорема 1 (о вписанном угле). Вписанный угол равен половине
центрального угла, опирающегося на ту же дугу.

Часто пользуются эквивалентной формулировкой теоремы 1:
Пусть сх - центральный угол, опирающнйся на дугу АпВ

данной окружности (рис. 2). Тогда из точек, принадлежащих
дуге АтВ, хорда АВ видна под углом а/2.

Заметим, что в силу этой теоремы угол, опирающнйся на
диаметр - прямой, поэтому вписанный св поле полукружья›
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треугольник обязательно прямоугольный. Этим удобно восполь-
зоваться, например, в следующей задаче.

Задача 1. На отрезке АВ как на диаметре построена
окружность С,, ВВ - ее хорда. Окружность С2 касается С,
в точке А и отрезка ВВ в точке К. Докажите, что АК -
биссектриса угла ОАВ (рис. 3).

, В

С
Рис.3 Рис.4

Решение. Центр О окружности С; лежит на диаметре АВ
окружности С,. Радиус ОК, проведенный в точку касания,
перпендикулярен ВВ. Угол АБВ прямой, так как опирается на
диаметр, поэтому отрезки АО и ОК параллельны, а углы ВАК
и АКО равны как накрест лежащие. В равнобедренном треуголь-
нике АОК углы АКО и КАО равны, следовательно, АК делит
угол ОАВ пополам.

Однако чаще приходится пользоваться простым следствием
теоремы 1:

Углы, вписанные в окружность и опирающиеся на одну и ту
же дугу или на равные дуги, равны.

Общий принцип подхода к решению задач, в которых участву-
ют окружности, такой: искать всевозможные вписанные углы,
для чего проводить различные хорды. Чем больше найдем
равных вписанных углов, тем яснее будет виден путь, ведущий
к решению.

Задача 2. В четырехугольнике АВСБ, вписанном в окруж-
ность, через вершины А, В и точку Р пересечения диагоналей
проведена окружность, пересекающая сторону ВС в точке Е.
Докажите, что если АВ = АВ, то СВ = СЕ (рис. 4).

Решение. Проведем хорду АЕ и найдем равные вписанные
углы. Такими углами в одной окружности будут ВАС и ВВС, а
вдругой - РАЕ и РВЕ. Следовательно, АОАС = ДСАЕ . Кроме
того, равны опирающиеся на равные дуги углы ОСА и АСВ.
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Отсюда следует равенство треугольников ЭСА и ЕСА и, соответ-
ственно, их сторон ВС и ЕС.

Упражнение 1. докажнте следующую теорему о хордах. Пусть хорды АВ
и СІ) данной окружности пересекаются в точке М. Тогда АМ-МВ =
=СМ - МО. (Это произпсдсние, не заннснщее от ныбора хорды, называется
степенью точки М относительно данной окружности.)

Часто оказывается полезной формула для величины угла е
вершиной вне или внутри окружности.

Упражнение 2. а) Пусть угол с першиной А. лежащей ние окружности,
нысекает на ней дуги ВтС и ОпЕ (рис. 5). Докажите, что н этом случае
величина угла равна половине разности центральных углов, опирающихся

на эти дуги, т.е. ДОАЕ = %(4ООЕ`- АКОС).

б) Самостоятельно сформулируйте и докажнте аналогичное утверждение
для угла с вершиной внутри окружности.

Теорема 1 доказывается в школьном курсе. Нам потребуется
существенно более общая теорема.

1 .у \%,Е М
В

Теорема 2. Геометрическое место точек, из которых данный
отрезок АВ виден под некоторым углом ов, состоит из двух дуг
окружностей, симметричных друг другу (рис. 6).

Доказательство. То, что из любой точки, лежащей на одной из
дуг, отрезок АВ виден под углом от , вытекает из теоремы 1. Надо
доказать обратное утверждение, т.е. что любая такая точка
лежит на одной из дуг. Но это следует из упражнения 2. В самом
деле, если точка С лежит вне фигуры, ограниченной дугами, то
ААСВ < ов, а если внутри, то 4АСВ > ок. Теорема доказана.

Теорема 2 часто используется в задачах на построение.
Упражнение З. Постройте треугольник
а) но углу, противолежащей стороне и проведенной к ней высоте;
б) по углу, противолежашей стороне и проведенной к ней медиане.
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Задача 3. Точка С движется по дуге окружности Ѕ, стягиеа-
емой хордой АВ. Найдите траекторию движения точки Р,
являющейся центром вписанной в треугольник АВС окруж-
НОСШЦ.

Решение. Точка Р лежит на пересечении биссектрис треуголь-
ника АВС (рис. 7). Следовательно, из треугольника АВР
получим следующие соотношения:

мрв = .1во°-(Ё дсяв + Ёдсвл) =
=1во°-%(1во°-мсв) = 9ое+%4Асв.

Величина угла АСВ не меняется (по теореме 1), поэтому
величина угла АРВ также постоянна. В таком случае, согласно
теореме 2, точка Р целиком пробегает
дугу окружности, проходящей через точ- Ё.. С
ки А и Р. Позже будет установлено, что Ё
центром этой окружности является точка
О - середина дуги АВ.

Теорема 2 позволяет выяснить, при-
надлежит ли какое-либо множество то-
чек одной окружности.

Из теоремы 2, в частности, вытекает
важное следствие: А її, В

О

Т и|
Вершина прямоугольного треугольни-

ка лежит на окружности, построенной
Р .на его гипотенузе как на диаметре. "С 7

Упражнения
4. Диаметры АВ и СО окружности радиусом В пересекаются пол углом

(1. Из произвольной точки М окружности на эти диаметры опущены
перпендикуляры МР н МО. Докажите, что длина отрезка РО не записи-гот
выбора точки М, н найдите РО.

5. Вершнны А н В острых углов прямоугольного треугольника АВС
скользит подвум взаимно перпендикулярным прямым. Найдите траекторию
днижсния перщины С прямого угла.

В следующих двух упражнениях следует воспользоваться тем,
что основания высот ВО и СЕ треугольника АВС лежат на
окружности, построенной на стороне ВС как на диаметре.

Упражнения -
6. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты Ш) и СЕ. Из

нерншн В н С на прямую БО онущены перпендикуляры ВР и СО. Докажите,
что Е!-` = ВС.

7. Докажите, что высоты треугольника АВС являются бнссектрисами
треугольника ОВК , образованного оенонаниямн нысот -греуюльннка АВС.
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Задача 4. На сторонах четырехугольника как на диаметрах
построены четыре круга. Докажите, что они покрывают весь
четырехугольник.

Решение. Если бы внутри четырехугольника нашлась точка,
не принадлежащая ни одному из четырех кругов, то каждая
сторона была бы видна из этой точки под острым углом. А это
невозможно, так как сумма всех четырех углов равна Зб0".

Следствием теорем 1 и 2 является следующий признак вписан-
ного четырехугольника:

Четырехугольник можно вписать в окружность тогда и
только тогда, когда сумма его противоположныхуглов равна 180°.

Задача 5. Три окружности проходят через точку Р и попар-
но пересекаются в точках А, В и С. Из произвольной точки
М первой окружности через точки В и С проводятся прямые,
пересекающиеся с другими окружностями в точках Ѕ и Т
(рис. 8).Докажите, что отрезок ЅТ проходит через точку А.

С Р

я Х” .
Ѕ А т АВ

Рис.8 Рис.9

Решение. Из свойств вписанных четъпрехугольников МВРС,
ВРАЅ, СРАТ вытекают следующие соопюшения:

4вРС = 1в0°-км, 41-ІРА = 180°-45, АСРА = 180°-Д".
Суммируя полученные равенства, получаем

зво°= .:вРс+ квт + ксрл =180°-3 - (км + 45 + .›:Т),
откуда АМ + 45 + 4Т = 180° . Следовательно, четырехугольник
МЅАТ является треугольником, т.е. угол ЅАТ - развернутый.

Для решения следующей задачи недостаточно знать, когда
четырехугольник является вписанным. Нужна еще чрезвычайно
полезная

Теорема 3. Угол между хордой и касательной измеряется
половиной заключенной между ними дуги.

Упражнение 8. Докажитс теорему 3.
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Задача 6. Две окружности пересекаются в точках А и В.
Через точку В проводится прямая, пересекающая окружности
в точках С и О, а затем через точки С и В проводятся
касательные к этим окружностям (рис. 9). Докажите, что
точки А, С, В и точка Р пересечения касательных лежат на
одной окружности.

Решешае. Проведем хорду АВ и заметим, что, согласно
теоремам 1 и 3, следующие углы попарно равны:

АВАВ=.СВІЭР, 4САВ=.{ВСР,
опсуда

АСАВ=4ВА0+4САВ=4ВВР+4ВСР = 180' -- АСРВ.

Таким образом, выполняется критерий существования описан-
ной окружности.

Упражнения
9. Прямые І, и І, касаются окружности п точках А н В. Точка М

окружности удалена от прямых І, и І, па расстояния а и Ь соответственно.
Докажите, что М находится па расстоянии Ш от прямой АВ.

10. Дпс окружности касаются друг друга пнспппим образом п точке О.
Прямая касается одной из этих окружпостей в точке А и пересекает другую
н точках В и С. Докажите, что точкаА рапноудалена от прямых ВВ и СВ.

ІІ. Докажите теорему о касательной и секущей. Пусть прямая АР касается
данной окружности н точке Р, а прямая АВ пересекает эту окружность п
точках В и С. Тогда АР* = АН- АС (ато произведение, не зависяшее от
пыбора сскуппей, называется индексом точки относительно окружности;
сравните с упражпепием 1).

12. Докажите, что центр окружности, по которой вынуждена двигаться
точка Р п задаче 3, яплястся середяной О дуги АВ (рис. 7).

Задача 7. Окружности Ѕ, и 52 пересекаются в точкахА и В,
центр О окружности Ѕ, лежит на окружности 52. Хорда АС
окружности Ѕ, пересекает окружность 52 в точке В (рис. 10).
Докажите, что отрезки ОВ и ВС перпендикулярны.

Решение. Углы ВАВ и ВОО А
равны как вписанные в окруж-
ность 52, .(ВАС=-ЁАВОС как
вписанный и центральный углы в
окружности 5,. Следовательно, 1
4воо=квАо=%›4вос, тать-
му ОВ - биссектриса угла ВОС. В

СВ равнобедренном треугольнике
ВОС биссектриса является высо-
_юй_ Рис. 10
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ВЕКТОРЬІ ПОМОГАІОТ НА ЭКЗАМЕІ-ІЕ

И. Габович

І основное соотношешіе. В треугольнике АВС на стороне АС
взята точка О так, что АВІПС = т:п . Тогда

вЪ=±в'л+ів"с. (1)
ТП + П ТП + П

Доказательство. Имеем (рис. 1)
лс = вас- ва,

АЪ=._.т._,-Г<:= ._т_ьЪ-±._5'а.
т+7І т+Л т+Л

ЬЪ = Ёл+ АЪ= в"А+-і-вас-івїт =4-'-Ё/1+ів"с.
т+п т+П т+п т+п

Задача 1. В треугольнике КЬМ на стороне КЬ взята точка
А так, что КА:АЬ = 1:3, на стороне ЬМ взята точка В так,

В Ь

А В

А 0 с К М
РИС- Ґ Рис.2

что ЬВ:ВМ = 4:1. Пусть С - точка пересечения прямых КВ
и МА. Известно, что площадь треугольника КЬС равна 2.
Найдите площадь треугольника КЬМ.

Решение. Положим Ѕ,,,.<,_,,=.Ѕ`. Тогда '(рис. 2). очевидно,
Ѕддш = ЁЅ. Введем векторы КІ. и КМ . На основании (1)
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НМЄЄМ
-І _іІ.-І А -Р

КВ- 5К1.+5КМ.

Пусть І€.С= хІ?В, где 0 < х < 1. Тогда

І<?С=%ІїЬ+ЁЁК_М. (2)

Пусть АС:СМ =_ т:п. Тогда из треугольника АКМ'по той же
формуле (1) имеем

"_п"'т"_п_1"т"кс_т+пкл+т+пкм_т+п 4кь+т+пкм. (3)
В силу единственности разложения вектора по двум неколли-

неарным векторам из (2) и (3) получаем систему
5=._і '4х_ п
5 4(т+п)'или 5 т+п'
д_ т д=щ.__
5 _т+п' 5 т+п

Сложив по частям уравнения последней системы, получаем
Вх __ _ 5-5- - 1 или х - Ё.

Так как треугольники КЬВ и КЬС имеют общую высоту, то

Ѕакьс = %5акг.я = = Ё5-еси: инь. И

Но, по условию, Ѕдкд; = 2, следовательно Ѕ = Ѕддш = 4.
ІІ основное соотношение. Если точки М и М делят отрезки

АВ и СВ соответственно в рав-
ных отношениях, т.е. д

АМ:МВ=СМ:МБ=т:п, А М
то выполняется равенство

-Р -Ё ' -Й*м~=±лс+--"'-Ьво. (4)т+п т+п -
(Заметим, что отрезки АВ и СВ
произвольны; например, они мо-
гут лежать на скрещивающихся
прямых.)

Доказательство. Пусть О - 0 риса
точка, не принадлежащая ни
отрезку АВ, ни отрезку СВ (рис. 3). Соединим точку Оч, с
точками А, М, В, С, М 3: 0.* _› _, _. _,

Рассмотрим векторы ОА, ОМ, ОВ, ОС , ОМ и ОП.

В
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Имеем по формуле (1)

ом--_т+пол+-_т+пов,
оїч = ±б'с+4'-'-оЪ,

Ш + П Ш + П
откуда

МБ? =оїу- оїч = -Ь[б'с- бл) +
т+ 71

+-4'і-(оо- ов) = -Ь-лс+ _'±-вв.т + п т + п т + п

Задача 2. Сторона основания АВСБ правильной призмы
АВСВА,В,С,В, имеет длину 2а, боковое ребро - длину а.
Рассматриваются отрезки с концами на диагонали АЦ грани

В и диагонали ПВ, призмы, па-
' Ст раллельные плоскости А.А1В,В.

Л 1) Один из этих отрезков про-
А1 веден через точку М диагонали

АВ, такую, что АМ:АВ, = 2:3.
,` С Найдите его длину.

С 2) Найдите наименьшую дли-
ну всех рассматриваемых от-

А В резкое.
р,,с_4 Решение (рис. 4). Рассмотрим

плоскость, проходящую через М
параллельно плоскостям граней АВВ,А,, 1.`)СС,Д. Первая плос-
кость пересекает, очевидно, отрезок ВЦ.) в точке М и делит
отрезки АВ, и В,В, соединяющие вторую и третью плоскости в
одинаковом отношении. (докажнте это самостоятельно.)

Значит, В1Ы:МВ = АМ:МД = 2:1. Применяя ІІ основное соот-
ношение (4), получим

-› -2 -› 1 -›
ММ-ЗБ.Б+ЗАВ,.

-І -І -О

Введем прямоугольный базис (і , ;' , 1:), как показано на
рисунке 4. Тогда

ЫВ = -ай, АЪ, = 2аї+ ад.
Таким образом,

Л/?М = -%[-аЁ)+%-(2аї+ ай) = -Ёп?-Ё съ ат-1.

_і і_.5іМН:-9а2+ 9 _ 9 ,
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ОТКУДІІ = ад '

3
Отпетим теперь на второй вопрос задачи. Пусть ЦМ:МА = р.

Тогда
-› _# -› Щ _м~_р+1о,о+р+1лв,-

-ъ -› -1-›=_ а ї+ 2ар }г+ ар Ё=2ар ]°+а(р )Ё'

р+1 р+1 р+1 р+1 р+1

'*. 2* 2 -1д а252-2 +1М~г=4дР2_|_а(Р В: (Р

(р+1) (/›+1) (р+1)
Очевидно, ММ будет иметь наименьшее значение при том

значении р, при котором его достигает функция
_5р”-2р+1 ду----т-~(РН)

Читатель легко проверит (поль-
зуясь производной). что это будет
ПРИ Р = ПОДСТЯВЛЯЯ ЭТО ЗН85-[Є-

ние в последнее выражение для
" А В

Е
ММ* н извлекая корень, находим
искомое минимальное расстояние:
«Л
Т: Рис.5 С

ІІІ основное соотношеъше. Дан тетраэдр АВСБ и в плоскос-
ти его грани АВС точка М. Тогда для разложения

-І -Ъ 4 -І

ОМ=о:ВА+|ЗІ)В+уВС -
выполняется равенство

он + В + 7 = 1 . Т (5)
Доказательство. Допустим, что точка М лежит внутри треу-

гольника АВС (рис. 5). Проведем через точки А и М прямую.
которая пересекает сторону ВС в точке Е. Пустъ точка Е делит
сторону ВС в отношении т:п , т.е. ВЕ:ЕС = т:п. Тогда по
формуле (1)

5в=4'Ь5с+--Ьгїв.
ГП+п т+п

Пусть, далее, точка М делит отрезок АЕ в отношении р:а, т.е.
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АМ:МЕ = р:а. Тогда

БТМ =-Ё-5Е+-Я-5А=-В-(-'Ё-ОС+і5В)+
Р-ра р-і-0 р+Ч т+п ЛІ4-12

+-Ё-БА =.._“1_15›А+-2--і5В+-Ё--іІ5›С.
р+Ч р+Ч р+Ч т+п р+Ч т+п

-І -Ъ -І -І»

Итак, вектор ОМ разложен по векторам ВА, ВВ и ВС.
Непосредственный подсчет суммы коэффициентов в этом разло-
жепии дает

Ч+р.п+р......”Ё-5(,+.д._1
р+г; р+п т+п р+г; т+п р+(; р+(] '

что и требовалось. Остальные случаи (точка М лежит вне
треугольника АВС или на одной из его сторон) аналогичны и мы
их опускаем.

Задача 3. Длина ребра правильного тетраэдра АВСБ равна
а. Точка Е - середина ребра СО, точка Р - середина высоты
ВЬ грани АВО. Отрезок ММ с концами на прямых АО и ВС
пересекает прямую ЕР и перпендикулярен ей. Найдите длину
этого отрезка.

В

М

Ь Е

А С с
Рис.2

Решение. Введем векторы АЧВ = АЧС = АЪ = Ё (рис. 6).
Заметим, что ІЬІ = |с| = |д| = а и углы между парами векторов
Ь и с, с и д, а и Ь равны -,;.ТаккакЕ - серединаребраОС,
то

ле=%<<±+в›. <в›
Аналогично, _, _, _,

АР = %(о+ АЬ),
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но А-'Ь = - оэтому
|\_)\-Ь

9..1 П

Ь) ,Ь.ь-Ь

Ф
АТ=іЬ+- Ё- а-х *Ч ни

Далее,
-І -Э -Ф -І-І

ЕР=АР-АЕ=їЬ+- -- -- =- -- --
2).:-Ь

9.-І.
|~_):-Ь.

п.І.
Ь)-Ь

9..1
[кд-Ь

Ф-Ф
[Ц-Ь

ПФ
[Ц-Ь

ЧФ РК Ф \/

Пусть -
л`1ї«г=тЁ1',в`1\г=пв_'с, (9)

где О < т < 1 и 0 < п < 1. Из последнего равенства сразу следует

ВМ:!\/С = п:(1- п).

Тогда, на основании (1) ,
А_1:Ч=пс'(1-п)Ь›. (10)

Далее, НТН = АЪІ- А_М, откуда

ММ = п с+ 1- п -

_Іак_как, по условию, отрезки ЕР и ММ перпендикулярны, то
ЕР- ММ = О, или

- -- -їа1Х(1-п)Ь+пс-тпд)=0.

1- 1

.---м ---И О'~1- 3 Р..-1 Ё'\ -Ь -Ь Ъ/

/'ї"'\ |\,)ь-Ь
О-1.

[жди-Ь
п.І.

1. 1. .І. 1

Учитывая сделанное выше замечание опюеъггельно модулей
-Ъ -І -І

векторов Ь , с и єі и углов между ними, раскроем скобки в левой
части этого равенства. Получим

2т-4п+1=0. (12)

В силу Ш основного соотношения
л_Ёч=вА_'г+|зл"5+тії4, (13)

причем а+В+у = 1.
Подставим в (13) вместо АР , АЕ и АМ их выражения через

Ь, с и сі, т.е. (7). (6), (9):
-›_Е-›1-› Ё-›-› -ь--Ё-›Ё-›2Ё -›

АН - 2 {Ь+ 2сі]+ 2(с+д]+утсі- 2 Ь+ 2 с+[4 + 2 +'ут]сі.

В силу единственности разложения вектора по трем данным
неколлениарным векторам (Ь , с , сі ) отсюда и из (10) получаем
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систему

решая которую получаем

0:=2-2п, |З=2п, у=-12%.

Пользуясь соотношением от + В + 7 = 1, получим отсюда

2т-п-1=0.
Решая это уравнение совместно с (12). найдем п = % и т =

-Г

Осталось подставить эти значения в выражение (10) для МН ;
получим

і
Б.,

1

(д):-Ь
(ті

0501
ЕД.М~=їС+- --

.. а\/2
ПОСЛЕ НЄСЛОЖНОГО ВЫЧНСЛЄННЯ І-ІЗНДЄМ = ТЗ- .

П/ основное соопюшение. Если М - точка пересечения
медиан треугольника АВС и О - произвольная точка про-
странства, то выполняется равенство:

654 = %(б`л+ <їв+ бе).
Задача 4. Около равностороннего треугольника, сторона

которого равна а, описана окружность. Докажите, что сумма
квадратов расстояний от произвольной точки окружности до
вершин этого треугольника равна 2а2.

В

А М/ С
Рис. 7 "

Решение. Пусть В - произвольная точка окружности (рис.
7). Положим БА = х; ВВ = у; ВС = 2.
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ТОГДЭ. ПО ТЄОРЄМЄ КОСИНУСОВ ИМЄЄМІ

2из ААОВ:а = х” +у2 -ху,
из АВОС:а2 =у2+г2-уг,
из АА1.`)С:а* = хз +22 +х2.

Сложив по частям эти равенства, получаем
За*=2(х2+у2+22)-ху-у2+2х. (14)

В силу І\/ основного соотношения

50 = %(5А+ 5В+ БС),

где О - центр окружности.
Возведя обе части этого равенства в квадрат. получаем

ІЁОІ* =-%[оЁ1=*+ вЪ*+ оси 21514- 5в+ 25в- 5с+ 2 Бо БА).
Так как ОО - радиус окружности, описанной около равньосто-
роннего треугольника, сторона которого равна а, то 10012 =
=оо* =%ь*.

Поэтому

%і=%(х2+у2+г2+ху+уг-гх)

или

За* =х'* +у* +2* +ху+у2-гх.
Сложив это равенство по частям с (14), получим

ба* = 3(х* +у" +г*),
откуда

х* +у2 +22 = 2а2.

Читатель может спросить: имеет ли он право пользоваться
«основными соотношениямт при решении экзаменационных
задач? Разумеется -- да! Однако при этом для соотношений І -
ІІ! необходимо привести вывод используемого соотношения в
экзаменационной работе.

Чтобы привыкнуть к самостоятельному применению основных
соотношений, рекомендуем решить нижеследующие упражне-
ния. Из них 1 - 2 решаются с помощью І, 3-4 с помощью ІІ, 5 -
6 с помощью ПІ.
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Упражнения
І. В треугольнике АВС биссектриса АО делит сторону ВС н отношении

Ш):СЦ = 2:1. В каком отношении меднана СЕ делит эту бисеектрису?
2. Через середину М стороны ВС параллелограмма АВСБ, площадь

которопо равна 1, и вершину А проведена прямая, пересекающая диагональ
ВВ в точке О. Найдите площадь четырехугольника ОМСІ).

3. Все ребра правильной призмы АВСА,В,С, имеют длину а. Рассматри-
ваются отрезки с концами на днавоналях НС, я СА, боковых граней,
параллельные плоскости АВБ,/1,. _

1) Один из этих отрезков проведен через точку М диагонали ВС, такую,
что ВМ:ВС, = 1:3 . Найдите его длину.

2) Найдите паименьшую длину всех рассматриваемых отрезков.
4. Сторона основания АВСБ правшшной пирамиды ЅАВС1) имеет длину

а, боковое ребро - длину 2а. Рассматриваются отрезки с конпаия на
диагонали Ы) основания и боковом ребре ЅС, параллельные плоскости
ЅА0. Найдите нанмснывую длину всех рассматриваемых отрезков.

5. В правильной призме АНСА,Н,С, длина стороны основания равна 4а,
длина бокового ребра равна а. Точки І) и Е - середины ребер /ДВ, и ВС
соответственно. Отрезок МН с концами на прямых АС и ВН, пересекает
прямую ОБ и псрпендикулярен к ней. Найдите длину этот отрезка.

6. Длина ребра куба АНСІ)А,Н,С,І), рапна 0. Точки Р, К, І. - середины
ребер А./1,, /110,, В,С, соответственно, точка О - цеіпр грани СС,В,В.
Отрсзок ММ с концами на прямых АО и КІ. пересекает прямую РО н
перпепдикулярен к пей. Найдите длину этого отрезка.



ЗАМЕІ-ІИМ ФИГУРУ

М. Крайзман

Обшеизвестно, что метод замены переменной широко применя-
ется в алгебре. Не менее эффективно «замена» может быть
применена в геометрии. Сущность этого приема решения геомет-
рических задач состоит в следующем: фигура, о которой идет
речь в условиях задачи, так заменяется фигурой с той же искомой
величиной, чтобы найти эту величину было легче.

В первых двух задачах речь пойдет о простейшей замене -
замене одного отрезка другим.

Задача 1. Из точки С, взятой вне угла АОВ, равного 60°,
опущены перпендикуляры СО, СМ и СН соответственно на
стороны ОА, ОВ и на биссектрису ОМ данного угла. Опреде-
лите ОМ, если СМ = 6, и СО = ад.

С В С ,4

м о
К Е КІР

Ы М

О В Р Р А 0 М Р, Е В
Рис.1 Рис.2

Решение. Пусть Е и Р - точки пересечения СМ с ОВ и ОА
(рис. 1). Образовавшийся треугольник ОЕР, очевидно, равно-
сторонний. Анализ рисунка приводит к идее замены отрезка ОН
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равным отрезком ЕР, где ЕР .І. ОР: длину отрезка ЕР легче
увязать с данными длинами отрезков СО и СМ.

Проведем ЕК_І.СВ (см. рис. 1); тогда

Е1"=К0=СІ)-СК =С.0-СМ=С12-(11.

'Мы предполагали здесь, что від > 117,. Случай ад > ті, показан на
рисунке 2 и аналогичен случаю ад > ад. Окончательный ответ:
ОМ = 1д| "'

Задача 2. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) из
вершины А проведен перпенднкуляр АВ к стороне ВС. В
треугольники АВБ и АСВ вписаны полукруги так, что их
диаметры лежат соответственно на отрезках ВО и АО.
Найдите отношение площадей этих полукругов, если величина
угла В равна 2

Решение. Если учесть, что Ё- = , то искомая величина
2 2

будет наидена, если удастся найти отношение радиусов полукру-
гов; для этого заменим радиус О1М (рис. 3) на равный ему
отрезок, являющийся гипотенузой прямоугольного треугольни-

ка с известным острым углом. Из

ЪКйд“
того, что ДВ = %, следует АВ =
=ВІ.), МВ = МО, = г, . Учитывая,
что АВ =АМ и ВА = ВС, получаем
МВ = СВ - отрезок МВ можно
заменить отрезком СВ. В прямо-

- угольном треугольнике ОІСВ име-
ем АО,СО =Ѕ%ААСВ = -1%; сле-
довательно, = с±32%.

В следующих трех задачах мы
будем заменять более сложную

р,,,с_3 фигуру (треугольник, пирамиду).
Задача 3. В данный треуголь-

ник впишите прямоугольник с диагональю наименьшей длины
так, чтобы одна сторона треугольника (или ее продолжение)
содержала две вершины, а две другие стороны - по одной
вершине этого прямоугольника.

Решение. Если бы в этой задаче шла речь не о произвольном
треугольнике, а о прямоугольном, имеющем с данным прямоу-
гольником общий прямой угол, то решение не вызвало бы
никаких затруднений: искомым прямоугольником был бы тот, в

118



котором диагональ перпендикулярна к гипотенузе треугольника
(рис.-<1). Попробуем заменить данный треугольник прямоуголь-
ным треугольником с вписанным прямоугольником, равным
искомому.

В в, в

м, м
м ы

С К А А Р К, К С
Рис.4 Рис.5

Пустъ В,АС - прямоугольный (4А = 90') треугольник с тем
же основанием АС, причем В,В||АС (рис. 5). Тогда М.Ы, = МН
(докажнте самостоятельно). В треугольник В1АС впишем пря-
моугольник АМ1МК, с наименьшей диагональю (рис.5). Прямая
ММ, пересечет стороны ВА и ВС сответственно в точках М и Н .
Проведем МР±АС н НК.І_АС. Прямоугольник РМНК -
искомый.

Задача 4. Докажите, что радиусы окружностей, описанных
около треугольников АНВ, ВНС и АНС, где Н - точка
пересечения высот остроугольного
треугольника АВС, равны между со-_, Всои. `

Решение. Заменим один из этих тре- Р
угольников (например, АВНС) рав-
ным ему треугольником и найдем ра-
диус окружности, описанной вокруг
замененного треугольника.

1 способ. Через вершину В проведем
прямую, параллельную высоте СК, а АтС
через С - прямую, параллельную
высоте ВМ; пусть Р - точка перееече- ртдв
ния этих прямых (рис.6).

Четырехугольник ВНСР - параллелограмм, поэтому АБРС =
=АВНС .

119



Рассмотрим четырехугольник АБРС :

[гвнск =› (маг = маг = 9о°).
РСІІВМ

Следовательно, точки А, В, Р и С лежат на одной окружности,
поэтому Нмдс = Кддд, (Быт, обозначает радиус окружности.
описанной около ААВС).

(двгс = двнс) =' (кавгс: = Каннс) ~

Далее,
кмис = Кшгс

[Кин-'с = Кынжс]
Аналогично доказывается, что Км,,д= Кмтд = Кмдс.
2 способ. Опишем около данного треугольника АВС окруж-

ность и продолжим его высоту АР до пересечения с проведенной
окружностью в точке Е (рис.7). Заме-
тим, что ДСВМ = АРАС (каждый изВді 5
этих углов дополняет угол АСВ до 90°)

7 и ДРАС = ДСВЕ (каждый из них
измеряется половиной угловой величи-
ны дуги ЕС, на которую они опирают-
ся): следовательно. ДСВЕ = ДСВН.

_ Аналогично доказываем, что АВСЕ=
А С =4ВСН. Таким образом, АВЕС=
ў = АВНС следовательно, Кдд,;С=КШ,,С.

Точки А, В, С и Е лежат на одной
Рщ,~_7 окружности, поэтому Кшдс = Кмдс.

Окончательно получаем Кшдс = Кмдс.
Аналогично доказываем, что радиу-

сы окружностей, описанных около треугольников АНВ и АНС ,
равны радиусу окружности, описанной около треугольника
АВС.

Задача 5. Дан куб с основаниями АВСБ и А,В,С,Э,. Найдите
объем тетраэдра АЦЕР , где Е - середина ребра ВС и Р -
середина ребра ВВ,, если ребро куба равно 1.

Решение. Проведем через точку В, прямую І параллельно АР
(рис.8).

=° (Кмвс = Казна)-

(М'ВІ)]=.(1||(м.в.›).
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Так как 0, є (ВО,С,)и (ІЭВ,С,)||(А.А,В,) , любая прямая (в час-
тности, прямая І). проведенная через точку П, параллельно
плоскости АА,В,, будет лежать в плоскости грани ВІЭ,С,С. Пусть
І пересекает прямую ВС в точке К. Из того, что, ЦКІІАР и
АР С (АРБ), получаем В,К||(/ІРЕ), и потому пирамида ЦАРЕ
равновелика пирамиде КАРЕ (у них общее основание - ААРЕ ,
а вершины В, и К лежат на прямой, параллельной (АР`Е)).
Заменим теперь пирамиду ЦАРЕ пирамидой КАРЕ.

Примем за основание пирамиды КАРЕ треугольник АКБ;
тогда высотой пирамиды будет РВ, поэтому

Утки = %-Ѕмкп ' РВ-

Из подобия треугольников АРВ и КДВ следует ВК = 2. Далее

находим: КЕ = 2%, Ѕмдд = ЁКЕ-АО = Окончательно
1 5 1 5получаем 1./=ё'-2--ї=ї.

Вследующих трех задачах мы будем заменять параллелепипед
тетраэдром.

›<_&Ь\ь._"Ь===

,,, с`
Щ

Рис.8 Р"°-9

Задача 6. Из одной из вершин прямоугольного параллелепипе-
да проведены диагонали всех граней, проходящих через эту
вершину. Докажите, что сумма углов, попарно образованных
этими диагоналлми, равна 180°.

Решение. Соединим между собой точки А, О, и С -- кон-
цы диагоналей, проведенных из вершины В, (рис. 9). Заме-
ним прямоугольный параллелепипед АВСБ/1,В,С,В, образовав-
шимся тетраэдром В,/ІЦС и докажем, что сумма плоских углов
при вершине этого тетраэдра равна 180°.
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Заметим, что ААВ,С =АА0,С, АСВ,О, = АСАВ, и ААВЩ, =
= ААСЦ; следовательно, 4АВ,С = ААЦС, ДСВІВ, = АСАВ, и
4АВ,В, = ААСЦ. Учитывая, что 4А0,С+4С/10, +4АС0, =
=180° (сумма углов треугольника), получим 414810, + А/1В,С +
+ лсвр, = 1ео°.

Задача 7. Докажите, что длина отрезка, соединяющего
середины скрещивающихся ребер тетраэдра с прямым трех-
гранным углом при вершине, равна радиусу сферы, описанной
около данного тетраэдра.

Решеъше. Дополним тетраэдр АВСБ с прямыми плоскими
углами при вершине А до прямоугольного параллелепипеда
АВКСВЬММ (рис. 10). Сфера, описанная около данного парал-
лелепипеда, будет также описанной около тетраэдра АВСБ. Из
треугольника АКВ следует, что РО = ЁВК . Так как диагональ
ВК параллелепипеда является диаметром описанной сферы,
длина отрезка РО равна радиусу этой сферы.

Задача 8. Длины ребер прямоугольного параллелепипеда рав-
ны 1, 2 и З. Определите расстояние между скрещивающимися

диагоналями смежных боковых гра-
0 Н ней этого параллелепипеда.

ЬШ
<~~. С*

ть"

"`

Ъ\" \"`

\ \ 0

\ `\` "І'В):і›пн-:і›Ж›,«ївсц-І С

\` \ *Ґ І З \`
\ \ `

03
лс]' :_)г

71

О

Ь
Ч: то`:-..-Ф

61

О

1-
'Чь Чь`\

ад/ -І-'-
Ё ї ї Ё її

Рис. 10 Рис. 1 1

Решение. Вместо параллелепипеда АВСБ/1,В,С,О, рассмот-
рим тетраэдр ВВ,С,С (рис. 11). Объем этого тетраэдра равен

_1 _ _. -1 1. . . _и- Зз,,,,,,_,_ ос-3(2 13) 2-1. (1)
Найдем теперь его объем, воспользовавшись соотношением

\/= Ё--І,-І,-а-зіп<р°, где І, и І, - длины скрещивающихся
ребер этого тетраэдра, (1 и <р - расстояние и угол между ними.

" Эту формулу тоже можно доказать методом замены!
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Получим
1/ =%в,с-вс.-в-з1п4лв,с=%,/Е-в-ть.

В трехгранном угле ВАСВ, косинус плоского угла єр , лежаще-
го против ребра В,В прямого двугранного угла, равен произве-
дению косинусов плоских углов, ограничивающих этот прямой
двугранный угол, т.е.

сов 4АВ,С = 4 созАВ,В - сов ДВВІС;

из этого равенства получаем

Ёп-~ Ё...Ф
_-Ьсов 4/1В,С гг ~ - ~/5

' дав с = ' = З-.зш , зшср 4%
Следовательно,

\/=і зон- 7 =1а. 26-/_ 7-50 6 ()

Из равенств (1) и (2) следует 1 = %<і. Отсюда ті =
Приведем замену, при которои три боковых ребра заменяемого

тетраэдра являются медианами боковых граней заменяющего
тетраэдра.

Задача 9. Длины ребер ЅА и ВС тетраэдра ЅАВС равны а,
ребер ЅВ и АС - Ь, ребер .Ѕ`С и АВ - с. Определите его обьем.

Решение. Пусть вершины А, В, С тетраэдра ЅАВС являются
серединами ребер МК, МК и ММ тетраэдра ЅММК (рис. 12).
Тогда КМ = 2ВС = 2а, ММ = 2АВ = 2с, КМ = 2АС = 2Ь. По
условию задачи АЅ = а, ВЅ = Ь,
СЅ = с. Следовательно, в треу- Ѕ
гольнике КЅН длина медианы
АЅ равна половине длины сторо-
ны КМ и, следовательно, АКЅН
- прямоугольный (ДКЅЫ = 90°).
Аналогично доказываем, что
ДНЅМ = АМЅК = 90°. Если тет-
раэдр ЅМНК поставить на бо-
ковую грань, например, ЅКМ, М Ы
то ребро ЅЫ будет его высотой 25 В ,4 20
и, следовательно, \{<,<,,,,,=
= ізк - зы- Ѕм. К

5 Рис. 12
1 23



_. 1Объем искомои пирамиды составляет Х часть объема пирами-
ды ЅКНМ (тетраэдры ЅКАВ, ЅАНС, ЅМСВ и ЅАВС равновели-
ки), поэтому Удддс = Ё- - ЅК - .$`Н' ЅМ. Положим ЅМ = х,
ЅМ = у, ЅК = 2; тогда

х2 + у2 = 4с2,

х2 + 22 = 4Ь2, (3)
у* + 22 = 4а2.

Отсюда

х2+у2+г2=2(а2+Ь2+с2). (4)
Вычтя из уравнения (4) каждое из уравнений системы (З),

получим
2* = 2(а* +Ь* -сд),
у» = ла- + в _ ь-), <з›
х2 = 2(Ь2 + с2 - а2).

Отсюда
х*у2г2 = 8(а2 + Ь2 - с2)(а2 + с* - Ь2)(Ь2 + с* - (22).

Искомый объем равен:

У = Ё.,,2(а2 + Ь* - с2)(а2 + с2 - Ь2)(Ь2 + с* - аї).

Упраднешіп
І. Для данного треугольника пос-гройте прямоугольник с данной диало-

палыо так, чтобы па прямой, содержащей одну сторону треугольника,
лежали две вершины прямоугольпнка, ана двух других сторонах треуголь-
ника - по одной вершине зтою прпмоуюльиика.

2. Постройте квадрат так, чтобы на прямой, содержащей одну сторону
данного треугольника, лежали две вершины квадрата, а две друпш стороны
треугольника содержали по одной вершине кнгдР21'а.

3. Большое основание правильной четырехугольной усеченвой пирамиды
образует с боковой гранью угол 11, а с плоскостью, проходящей через
противоположные стороны верхнепо и нижнего оснований, угол В . Найдите
отношение площадей оснований.

4. длины оснований равнобедревиой трапепии равны а и Ь (а > Ь),
величина угла при большем основании равна а. Найдите длину радиуса
окружности, описанной около трапепии.

5. Определите длину радиуса сферы, касапопцсйси всех ребер правильного
тетраэдра с боковым ребром а.



ОТВЕТЬІ

Прямоугольный треугольник
2. %ь(,/112 +12 - ь) _ з. 144. 4. 45: 45: эот з. ть/(га - ь).
в. %(~/Є-Л). 7. 4.в.9:1. 9.12 - г.
Метрическне соотношения в треугольнике

І. 375 + агст3%, % + агс1:3-Ё, Ё - 2агс1:3%. 2. зіп о/($іп%(п - 01)).

3. АВ = сзіпо/$іп(3а/2), Н = с/(2соз(с:/2)). 4. .,/с(Ь + с) _
5. 4л=аг<;±32, 4в=аг<-133. г=1:/4. в. 6./5/25. 1. в,4. 9. 2:1
10. 1,2. п. 5:2.
Метод площадей

1. т,, = %«/2Ь2 + 2с2 -ад _ 3. Ѕ = %т2$іп2|З + тзіпр.,/сд - тїзіп*-`|3

7 а.,/1:2 + а2 зіп ср
\/1:2 + ад*

Вспомогательные отрезки и углы

`/5+1 п '(1+2соза)зіп-Ё 2 
1. 2 . 2. 4% -ет--. 3. агссІ:3 1+-ї-2

' 4созд-

. 25. . 3 3с±3ІІ%_1. . 5 \/-сова- І 3сІ:3В(1+зіпсє)
Ь-19 ч

8. Ѕзіп Зоъ зіп оюсозд %.
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Метод вспомогательного элемеъгга
1: 4 - 1 5-/5 аЬ1. ї, агссов-5, агсвлпз. 2. агссов 18 .З. --а+Ь.

4-і'(“+Ь"2) 5. С .в.4к2+я~/4122-12
'(а+1)(Ь+1)(а+Ь+1)' 0, Ё

2 сов-+сов( 2 21
'і

7. 4122 (Н “воз-Ч). .
(1 + сов о:)\/- сова

Опюшення отрезков, площадей н объемов

(а+с)(Ь+с)(а+Ь+с) 3а_д _
.1 2. .-іі--_. . = °. .--1 1/1 2 аЬ(а+ь+2с) 3 АС 45 4 2(а+ь)аЬв1п2оъ

5. 8:37. 6. 7:29. 8.1,~/2/3.1/~/2. 9. (огур+боВ):о:о, оВ:р.

Наш выбор - теорема синусов!

1. ММ = 212. 3. АВ = агссов%, АС = Загссовії-,

АА = п-3агссов%. 4. Ѕ = -Ё-а2совисІ:3%-. 5. Угол АВС -- тупой

5. віп*(45°+%)
6. її:-_--і. 7. АЕ= 2.

5-М вы (4з°- %]

Применение тригонометрии при решении геометрических задач

асов(-Ё + В)со$(Ё - В)_ _ 2 _ І 2 _ 5,/Ё .1. АВ Ѕіпасозв . 2. У---61:35-т/вто: .

з. і `]$іп(в.+1ЧЅі'ь[е-_%.. 4. 345, 10, 11.
сов -2

І І 1:1* І І  

7. агсвіп [совес ов,/(сов (ос - В) - сов у)(сов у - сов(а + |З))

8 аЬ(а+Ь+2)_
' (а+1)(Ь+1)(а+Ь+1)'
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ЧНСЛОВНЄ ДВІІНЪІЄ В ГСОМСТРНЧЄСКІІХ ЗЕДЗЧЗІ

1.,/Ш.2.%.з.%`/%.4.%.5.2-@.в.2-4.1.,/5

з. 1/

1

[*°[*+~/$1](*°['-їфїїіфї
0. Ёін -Ё-[ідн.11.5/2.

2\/2-+1 '2~/2-1

Учитесь делать дополнительные построения

1. 48\/Ё. 2. 1:2. считая от меньшего основания. 3. 1,33- .
а(\/Ё-1),4.,-тв вс -і со е,/,/5 2.з.Ѕт2а:1.в.2“Ь

1. 4(
= Ё 2 = _ Ё

1-о:).8.8.

Несколько задач для тренировки

Ё
Іміід
-. 2. з. ,/Е.4.в.в. `[%(а2+ь2+,/ы+ь<-а2ь2).в. 1 з

Алгебраический метод решения геометрических задач

1

3

4

6

' 4

1
` 4

1,/(г - ь)*±82 е + (г _ ьу* _ 2. + а)Н2 віп 2<р сов* ср
рі + ад +2росов2ф '

- І: віп*(В - оъ)совес” оъсовесї В(а --Ё-І1віп(с: + |З)совес сп совес В)

. 5. АВ=ВС=2, СВ=1, АВ-1115, Ѕ,ц;С|)= .

кг 3 1 . -1. _.

. .7. 2(т+п).8. 4$еС2а.,

_ [ __; 2-~/5Е11 1 4ЅЄС2Ц . 9.

Принадлежность точек прямой и плоскости

1. 3:2. 2. 3:-1.3. 1:14.4. 4186 н 2~/Ё. 5. 3:11. 6. 7:29.7.1:1.

9
Ь(1+ 2а + ао)

` Й-Т-аїі-Ё-Ь)(1+а+аЬ)°

.2~/5



Зтгшт Фчпту
О $іП2(0 + 13) ч/ад + Ь* + 2аЬсов 2о:

3.7!-= . 4. Ё= .

з.я=-4%.
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